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Rezime
Predmet disertacije jeste ispitivaǌe asimptotskih svojstava
rexeǌa jednaqina Emden-Faulera i ǌihovih uopxteǌa. Oblast ko-
joj ova disertacija pripada jeste Kvalitativna analiza obiqnih
diferencijalnih jednaqina.
Jednaqina Emden-Faulera jeste jednaqina oblika
(tρ · u′(t))′ ± tα · uσ(t) = 0 ,
gde su ρ, α, σ ∈ R. Ova jednaqina se smenom promenǉivih moe svesti
na jednaqine oblika y′′−xayσ = 0 i y′′+xayσ = 0. U ovoj disertaciji
posmatrana je prvo diferencijalna jednaqina
y′′ = xayσ, gde su a, σ ∈ R .
Opisani su uslovi koji obezbeuju da posmatrana diferencijalna
jednaqina ima beskonaqno mnogo rexeǌa u nekoj okolini nule, kao
i uslovi koji obezbeuju egzistenciju beskonaqno mnogo rexeǌa sa
odreenim asimptotskim ponaxaǌem. Takoe, prikazana je komple-
tna slika asimptotskog ponaxaǌa rexeǌa jednaqine du pozitivnih
delova osa. Pokazano je pod kojim uslovima e biti obezbeena
egzistencija i jedinstvenost rexeǌa Koxijevog problema za jed-
naqinu Emden-Faulera u situacijama kada poznata teorija ne daje
rezultate. U nekim sluqajevima odreene su asimptotske formule
rexeǌa.
Zatim je posmatrana diferencijalna jednaqina
y′′ = −xayσ, gde a ∈ R i σ < 0 .
Opisani su uslovi koji obezbeuju egzistenciju beskonaqno mnogo
rexeǌa gore navedene jednaqine koja tee ka nuli kada x→ 0+.
Prikazani su i uslovi koji obezbeuju jedinstvenost rexeǌa
Koxijevog problema
y′′ = q(x)f(y(x)), lim
x→0+
y(x) = 0, lim
x→0+
y′(x) = λ ,
gde je posmatrana jednaqina uopxteǌe jednaqine Emden-Faulera, za
neko λ > 0 i funkcije f i q koje zadovoǉavaju odreene uslove.
Rezultati, koji su dobijeni, uopxtavaju rezultate za sublinearnu
jednaqinu Emden-Faulera (tj. sluqaj kada je 0 < σ < 1) i sluqaj kada
je σ < 0.
U literaturi se retko via da postoje objediǌeni rezultati
za razliqite vrednosti parametra σ koji figurixe u jednaqinama
Emden-Faulera. U ovoj disertaciji su prikazani rezultati koji su
dobijeni za sublinearnu i superlinearnu jednaqinu Emden-Faulera,
kao i sluqaj kada je σ < 0. Stoga je priqa o asimptotskom ponaxaǌu
rexeǌa ove jednaqine ,,skoro zaokruena”.
Kǉuqne reqi: diferencijalna jednaqina Emden-Faulera, super-
linearna jednaqina, sublinearna jednaqina, asimptotsko ponaxaǌe
rexeǌa, Koxijev problem.
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UDK broj: 517.911, 517.925.4(043.3).
AMS klasifikacija: 34A34, 34E10.
Abstract
The subject of this dissertation is the investigation of asymptotic properties of
solutions for differential equations of Emden-Fowler type and their generalizations.
The field to which this dissertation belongs is a Qualitative theory of ordinary diffe-
rential equations.
Emden-Fowler differential equation has the form
(tρ · u′(t))′ ± tα · uσ(t) = 0 ,
where ρ, α, σ ∈ R. With some changes of the variables, this differential equation
can be reduced to the equations y′′ − xayσ = 0 and y′′ + xayσ = 0. Firstly, in this
dissertation, the differential equation
y′′ = xayσ, where a, σ ∈ R
was observed. The conditions, which provide that this equation has infinitely many
solutions defined in some neighborhood of zero, were described here, both with the
conditions, which guarantee the existence of infinitely many solutions with certain
asymptotic behavior. Also, a complete picture of asymptotic behavior of solutions
of equation along the positive parts of both axes is given. The conditions, which
assure existence and unique solvability of solution of the Cauchy problem for this
equation, were shown in the cases when the familiar theory can’t be applied. In
some cases, asymptotic formulas for solutions were obtained.
The differential equation
y′′ = −xayσ, where a ∈ R i σ < 0 ,
has also been taken into consideration. The conditions, which assure the existence
of infinitely many solutions of observed equation tending to zero as x → 0+, were
obtained.
The conditions, which assure the unique solvability of the Cauchy problem for
generalized Emden-Fowler equation
y′′ = q(x)f(y(x)), lim
x→0+
y(x) = 0, lim
x→0+
y′(x) = λ ,
were described, for any λ > 0 and functions f and q which satisfy certain conditions.
The given results generalize the results both for sublinear Emden-Fowler differential
equation (i.e. case when 0 < σ < 1) and the case when σ < 0.
In literature, it is very rare to find the conditions for different values of the para-
metar σ which appears in the equations of Emden-Fowler type. In this dissertation,
the results for sublinear and superlinear differential equation Emden-Fowler, as well
as the case when σ < 0, are presented. Therefore, the story of the asymptotic be-
havior of solutions of the observed equation is ”almost complited”.
Keywords: Emden-Fowler differential equation, superlinear equation, sublinear
equation, asymptotic behavior of solutions, Cauchy problem.
Scientific field: Mathematics.
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UDC number: 517.911, 517.925.4(043.3).
AMS classification: 34A34, 34E10.
Veliku zahvalnost dugujem svom mentoru, profesoru oru Krtini-
u, na preuzetim obavezama mentora, uvoeǌu u nauqni rad, izdvojenom
vremenu, posveenosti, podrxci, korisnim savetima i sugestijama. Za-
hvaǉujem se profesorima Nebojxi Laetiu i Miodragu Spaleviu na
korisnim sugestijama. Zahvaǉujem se porodici, prijateǉima i dragim
kolegama na podrxci i tolerantnosti prema meni, jer su imali razu-
mevaǌa za sve vreme koje sam uloila u ovaj rad. Takoe, elim da se
zahvalim nekome ko nije vixe sa nama, a doprineo je, na odreen naqin,
ovoj disertaciji.
Beograd, jul 2017. Marija Miki
Sadraj
1 Uvod 1
2 Ponaxaǌe rexeǌa jednaqine y′′ − xayσ = 0 4
2.1 Sluqaj σ < 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.1.1 Ponaxaǌe rexeǌa u okolini nule . . . . . . . . . . 4
2.1.2 Ponaxaǌe rexeǌa du pozitivnog dela y–ose . . . 8
2.1.3 Ponaxaǌe rexeǌa du pozitivnog dela x–ose . . . 18
2.2 Sluqaj σ ∈ (0, 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.2.1 Ponaxaǌe rexeǌa u okolini koordinatnog poqetka 25
2.2.2 Postojaǌe vertikalnih asimptota . . . . . . . . . . 28
2.2.3 Ponaxaǌe rexeǌa du pozitivnog dela y–ose . . . 31
2.3 Sluqaj σ > 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.3.1 Pomoni rezultati . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.3.2 Ponaxaǌe rexeǌa u okolini nule . . . . . . . . . . 37
3 Ponaxaǌe rexeǌa jednaqine y′′ + xayσ = 0 42
3.1 Priraxtaj rexeǌa jednaqine Emden-Faulera u
sluqaju σ < 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.2 Ponaxaǌe rexeǌa u okolini koordinatnog poqetka . . . . 44
4 Ponaxaǌe rexeǌa uopxtene jednaqine
Emden-Faulera 50
4.1 Egzistencija i jedinstvenost rexeǌa Koxijevog
problema za uopxtenu jednaqinu Emden-Faulera . . . . . . 50




Kvalitativna analiza obiqnih diferencijalnih jednaqina, kojoj po
svom sadraju i rezultatima pripada ova disertacija, jeste oblast u
kojoj se do zakǉuqaka dolazi na osnovu analiza funkcija koje figu-
rixu u samoj jednaqini. Ova oblast je posebno bitna u situacijama
kada jednaqinu ne moemo rexiti pomou kvadratura. Kada su for-
mulisane i dokazane osnovne teoreme o egzistenciji i jedinstvenosti
rexeǌa, stvoreni su uslovi za razvoj ove oblasti. Kvalitativna ana-
liza obiqnih diferencijalnih jednaqina u najjednostavnijim sluqaje-
vima omoguava nam da skiciramo integralne krive rexeǌa, ne znajui
analitiqki izraz rexeǌa. Ona se bavi ispitivaǌem ograniqenosti
rexeǌa, brojem i poloajem nula rexeǌa, oscilatornoxu rexeǌa,
asimptotama, ponaxaǌem rexeǌa u okolini singularnih taqaka i be-
skonaqnosti, itd.
Mnogi problemi u fizici modelirani su diferencijalnim jednaqi-
nama drugog reda. Kvalitativna analiza takvih jednaqina privlaqila
je i privlaqi veliku paǌu matematiqara koji su se bavili i bave se
teorijom obiqnih diferencijalnih jednaqina. Jedna od najvixe prouqa-
vanih diferencijalnih jednaqina drugog reda jeste jednaqina Emden-
Faulera. Ova jednaqina se prvi put pojavila krajem XIX veka u radovima
astrofiziqara Emdena1. Rezultati do kojih je doxao Emden bili su
uglavnom intuitivni, dok se nakon toga Fauler2 bavio rexavaǌem jedna-
qine pomou kvadratura za sve vrednosti parametara za koje je to bilo
mogue. Ova jednaqina pojavǉuje se u prouqavaǌu teorije dinamike
gasova u astrofizici, distribucije elektrona u texkom atomu, mehanike
fluida, relativistiqke mehanike, nuklearne fizike, kao i prouqavaǌu
hemijskih reakcija sistema.
Jednaqina Emden-Faulera jeste diferencijalna jednaqina oblika
(tρ · u′(t))′ ± tα · uσ(t) = 0 , (1.1)
gde su ρ, α, σ ∈ R. Ova jednaqina se smenom promenǉivih moe svesti na
kanonske oblike jednaqina Emden-Faulera y′′ − xayσ = 0 i y′′ + xayσ = 0.
Naime, ako je ρ > 1, smenom x = t
ρ−1
ρ−1 , u =
y
x
· (ρ − 1)
ρ−α−2
(ρ−1)(σ−1) jednaqina
1Jacob Robert Emden (1862–1940), xvajcarski astrofiziqar
2Ralph Howard Fowler (1889–1944), britanski fiziqar
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(1.1) svodi se na jednaqine y′′ ± xayσ = 0, gde je a = α+ρ
ρ−1 − (σ + 3). Ako je
ρ < 1, smenom x = t
1−ρ
1−ρ , u = y · (1 − ρ)
− ρ+α
(1−ρ)(σ−1) jednaqina (1.1) svodi se na
jednaqine y′′±xayσ = 0, gde je a = α+ρ
1−ρ . Stoga, rezultati koji su dobijeni
za kanonske jednaqine daju odgovarajue rezultate za jednaqinu (1.1). U
ovoj disertaciji posmatrani su upravo ovi kanonski oblici i u daǉem
tekstu pod jednaqinama Emden-Faulera podrazumevamo te jednaqine.
Jednaqine Emden-Faulera matematiqki su jako interesantne. One su
nelinearne, imaju veliku klasu rexeǌa i ǌihova rexeǌa se u opxtem
sluqaju ne mogu eksplicitno odrediti. Ove jednaqine posmatrane su u
monografijama [2, 3, 4, 5] i radovima [6, 7, 8, 9, 16, 17]. U monografijama
[2, 3] i radovima [6, 9] dobijeno je asimptotsko ponaxaǌe rexeǌa u
beskonaqnosti. U radovima [7, 8] dobijena su neka asimptotska svojstva
rexeǌa u okolini nule. Upravo ti radovi su nas motivisali da daǉe
ispitamo ponaxaǌe rexeǌa jednaqina Emden-Faulera u okolini nule,
u zavisnosti od vrednosti parametara koji se javǉaju u jednaqinama.
Kratak pregled sadraja disertacije
U drugom poglavǉu prouqavana je diferencijalna jednaqina
y′′ = xayσ, gde su a, σ ∈ R.
Prvo je posmatran sluqaj kada je σ < 0. Dobijeni rezultati su odgovori
na probleme koji su ostali otvoreni u radovima [7, 8]. U ovom sluqaju
dobijeni su uslovi koji obezbeuju da rexeǌe posmatrane jednaqine
bude definisano u okoline nule i pokazano je da se ovaj rezultat ne moe
obezbediti pri slabijim pretpostavkama. Prouqavano je i asimptotsko
ponaxaǌe rexeǌa ove jednaqine. Dokazana je egzistencija beskonaqno
mnogo rexeǌa ove jednaqine koja zadovoǉavaju odreene uslove. Takoe,
pokazana je jedinstvenost rexeǌa pri odreenim uslovima. Ispitivano
je ponaxaǌe rexeǌa du pozitivnog dela y–ose. U tim situacijama do-
bijeni su uslovi koji obezbeuju da odgovarajui Koxijev problem ima
rexeǌe (ili nema rexeǌe). U situacijama kada je egzistencija rexe-
ǌa Koxijevog problema dobijena, ispitivana je jedinstvenost rexeǌa.
Zatim, ispitivano je ponaxaǌe rexeǌa du pozitivnog dela x–ose. U
tim situacijama prouqavana je egzistencija rexeǌa koja se ne mogu pro-
duiti do nule, kao i egzistencija rexeǌa kojima je x–osa tangenta u
nekoj taqki. Dobijeni su neophodni i dovoǉni uslovi za egzistenciju i
jedinstvenost rexeǌa odgovarajueg Koxijevog problema.
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U sluqaju kada σ ∈ (0, 1), dobijeni su neophodni i dovoǉni uslovi
koji obezbeuju da se rexeǌa jednaqine mogu neprekidno produiti u
taqki (0, 0). Zatim su posmatrana rexeǌa koja se ne mogu neprekidno
produiti u toj taqki. Dobijeni su neophodni i dovoǉni uslovi za pos-
tojaǌe vertikalne asimptote i opisani su uslovi koji obezbeuju egzi-
stenciju rexeǌa odgovarajueg Koxijevog problema. U ovom sluqaju
razmatrana je takoe i jedinstvenost rexeǌa.
U sluqaju kada je σ > 1, dobijene su asimptotske formule za pozi-
tivna rexeǌa posmatrane jednaqine u okolini nule.
Rezultati koji su prikazani u ovom poglavǉu baziraju se na rezul-
tatima radova [10, 11, 13, 14].
U treem poglavǉu prouqavana je diferencijalna jednaqina
y′′ = −xayσ, gde su a, σ ∈ R.
Prikazano je pod kojim uslovima je obezbeena egzistencija beskonaqno
mnogo rexeǌa koja tee ka 0 kada x → 0+. Takoe, pokazano je da se
rezultati ne mogu proxiriti za sve vrednosti parametra a. Rezultati
prikazani u ovom poglavǉu jesu specijalan sluqaj rezultata dobijenih
u radu [17], ali je u ovom poglavǉu prikazana nexto drugaqija tehnika.
U qetvrtom poglavǉu prouqavana je diferencijalna jednaqina
y′′ = q(x)f(y(x))
gde su f i q funkcije koje zadovoǉavaju odreene uslove. Ova jed-
naqina uopxtava jednaqine posmatrane u drugom i treem poglavǉu. U
ovom poglavǉu uopxtavaju se rezultati prikazani u radu [8], ali dobi-
jeni rezultati se mogu primeniti na xiru klasu jednaqina. Rezultati
prikazani u ovom poglavǉu baziraju se na rezultatima rada [12].
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2 Ponaxaǌe rexeǌa jednaqine y′′ − xayσ = 0
U ovom poglavǉu posmatrana je diferencijalna jednaqina Emden-
Faulera koja je oblika
y′′ − xayσ = 0, gde su a, σ ∈ R . (2.1)
Asimptotsko ponaxaǌe rexeǌa ove diferencijalne jednaqine u nekim
situacijama se bitno razlikuje pri maloj promeni vrednosti parameta-
ra a i σ koji figurixu u samoj jednaqini. Iz tog razloga ponaxaǌe
rexeǌa diferencijalne jednaqine (2.1) prikazano je po sluqajevima u
zavisnosti od vrednosti parametara. U ovom poglavǉu posmatrana su
iskǉuqivo rexeǌa koja su pozitivna. Dobijeni rezultati se prirodno
prenose i na produeǌe rexeǌa za one vrednosti parametra σ za koje
to ima smisla.
Posmatrano je ponaxaǌe rexeǌa u okolini koordinatnog poqetka,
postojaǌe vertikalnih asimptota, ponaxaǌe rexeǌa du pozitivnih
delova koordinatnih osa, egzistencija i jedinstvenost nekih Koxijevih
problema, itd. Rezultati prikazani u ovom poglavǉu jesu originalni.
2.1 Sluqaj σ < 0
U ovom delu disertacije posmatrana je jednaqina (2.1) u sluqaju kada
je σ < 0, koji je matematiqki najzahtevniji. Ovaj deo baziran je na
rezultatima radova [11, 13]. U daǉem tekstu pod okolinom nule podra-
zumevamo interval (0, a), za neko a > 0.
2.1.1 Ponaxaǌe rexeǌa u okolini nule
U ovoj sekciji posmatraemo diferencijalnu jednaqinu (2.1) i raz-
matraemo sluqaj kada je σ < 0, a ∈ R i x > 0. U tekstu, koji sledi
u nastavku, navexemo neka svojstva rexeǌa diferencijalne jednaqine
(2.1) koja e nam biti od znaqaja u ispitivaǌu ǌihovog asimptotskog
ponaxaǌa.
Za proizvoǉno izabranu taqku (x0, c, λ) iz skupa
S = {(x, y, y′) ∈ R3| x > 0, y > 0}
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na osnovu Pikar3-Lindelefove4 teoreme sledi da postoji jedinstveno
pozitivno rexeǌe y = y(x) Koxijevog problema
y′′ = xayσ, y(x0) = c, y
′(x0) = λ ,
koje je definisano na nekom intervalu (x0 − α, x0 + α) ⊂ (0,+∞), za neko
α > 0. Zato se kao prirodno pitaǌe namee nalaeǌe uslova koji bi
obezbedili da rexeǌe posmatranog Koxijevog problema bude definisa-
no na nekom xirem skupu.
Primetimo da iz jednaqine (2.1) sledi da je y′′(x) > 0, stoga je y′(x)
rastua funkcija. Kako je y(x) konveksna funkcija sledi da je ona ili
monotona ili opadajua pa rastua. Stoga, bez umaǌeǌa opxtosti,
moemo pretpostaviti da su rexeǌa, koja su definisana u nekoj okolini
nule, monotona jer se u situaciji, u kojoj prvi izvod meǌa znak, smaǌi-
vaǌem okoline moe postii monotonost.
Primetimo da za svako nerastue rexeǌe jednaqine (2.1) ne moe
biti lim
x→x0+
y′(x) = −∞, za neko x0 ∈ (0,+∞). Pretpostavimo suprotno,
neka je y = y(x) nerastue rexeǌe jednaqine (2.1) definisano na nekom
intervalu (x0, x1], 0 < x0 < x1, takvo da je lim
x→x0+
y′(x) = −∞. Kako je y(x)
nerastua funkcija na (x0, x1], sledi da je
yσ(x) 6 yσ(x1)











za δ ∈ (x0, x1). Kako je leva strana nejednakosti tei ka beskonaqnosti,
a desna strana ka konaqnoj vrednosti, kada δ → x0+, dolazimo do kon-
tradikcije.
Prirodno se namee pitaǌe: Da li e svako pozitivno rexeǌe posma-
trane diferencijalne jednaqine biti definisano u nekoj okolini nule?
Lema 2.1. Ako je σ 6 −1 i ako postoji pozitivno monotono rexeǌe
diferencijalne jednaqine (2.1), onda je to rexeǌe definisano na nekom
intervalu I takvom da vai (0, x1] ⊂ I, za neko x1 > 0.
3Charles Émile Picard (1856–1941), francuski matematiqar
4Ernst Leonard Lindelöf (1870–1946), finski matematiqar
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Dokaz. Ako je σ < 0, jedino prava x = 0 moe biti vertikalna asimptota
rexeǌa posmatrane jednaqine (dokaz ovog rezultata je analogan dokazu
Teoreme 2.2 ili pogledati rad [7]), stoga je dovoǉno posmatrati samo
neopadajua rexeǌa. Posmatrajmo neopadajue rexeǌe y(x) takvo da je
y(x1) > 0 i y′(x1) > 0. Pretpostavimo da je x0 takvo da je 0 < x0 < x1 i da je
y(x) rexeǌe definisano na intervalu (x0, x1], ali da y(x) nije definisano
na intervalu (x′, x0], za proizvoǉno x′ za koje vai 0 < x′ < x0. Kako je
y(x) neopadajua funkcija, sledi da limes lim
x→x0+
y(x) postoji i na osnovu
prethodnog sledi da je lim
x→x0+
y(x) = 0. Kako je y′(x) rastua funkcija,
sledi da postoji limes lim
x→x0+
y′(x) i on je konaqan. Stoga je y(x) 6 y(x1)
i y′(x) 6 y′(x1) za svako x ∈ (x0, x1]. Funkcija y(x) moe se neprekidno
produiti u taqki x0 tako da je y(x0) = 0, stoga za svako x ∈ (x0, x1) i
neko ξ ∈ (x0, x) nejednakost y(x)−0x−x0 = y
′(ξ) 6 y′(x1) vai na osnovu teoreme




















ta(t− x0)σ dt ,
za x ∈ (x0, x1). Kako je σ 6 −1, kada x → x0+, desna strana tei ka
beskonaqnosti, ali leva strana ne tei ka beskonaqnosti. Iz dobijene
kontradikcije zakǉuquje se da takvo rexeǌe mora biti definisano na
intervalu (0, x1]. 
Primer 2.1. Neka je





v2+8· vσ+1σ+1 , y(u) =
√




v2+8· vσ+1σ+1 , x0 > 0, u ∈ (0,+∞) ,
gde je −1 < σ < 0. Primetimo da su x(u) i y(u) dobro definisane
funkcije na intervalu (0,+∞). Takoe, x(u) je injektivna funkcija koja
preslikava interval (0,+∞) u interval (x0,+∞), tako da moemo pos-
matrati x(u) i y(u) kao parametarsku reprezentaciju funkcije y(x) koja
5Joseph-Louis Lagrange (1736–1813), francuski matematiqar
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gde je a = −σ + 3
2
, sledi da je sa x(u) i y(u) data parametarska repre-
zentacija funkcije y(x) koja je rexeǌe diferencijalne jednaqine (2.1).
Primetimo da
x(u)→ x0, y(u)→ 0 ,
kada u→ 0+. Sledi da rezultat Leme 2.1 ne vai ukoliko je −1 < σ < 0.
Lema 2.1 implicitno obezbeuje egzistenciju pozitivnih rexeǌa di-
ferencijalne jednaqine (2.1) u nekoj okolini nule. Naime, ako postoje
monotona rexeǌa te jednaqine, ona su definisana u okolini nule. Uko-
liko ne postoje monotona rexeǌa, onda su sva rexeǌa te jednaqine deo
po deo monotona, a takva rexeǌa jesu definisana u okolini nule. Stoga
je prirodno ispitivati asimptotsko ponaxaǌe takvih rexeǌa.
Teorema 2.1. Ako je σ < 0 i a + σ + 1 6 0, onda ne postoje pozitivna
rexeǌa y(x) diferencijalne jednaqine (2.1) definisana u nekoj okolini




Dokaz. Ako postoji pozitivno rexeǌe y(x) sa karakteristikama nave-
denim u teoremi, onda ono mora biti neopadajue. Produeǌem funkcije
y(x) tako da je y(0) = 0, dobija se da je funkcija y(x) neprekidna na seg-
mentu [0, x1] i diferencijabilna u intervalu (0, x1), za neko x1 > 0. Kako
je y′(x) rastua funkcija, sledi da za svako x ∈ (0, x1) vai nejednakost
y(x)−0
x−0 = y
′(ξ) 6 y′(x), za neko ξ ∈ (0, x). Stoga je y(x) 6 xy′(x) 6 xy′(x1)





























ta+σdt, xto je nemogue jer za a + σ 6 −1 integral∫ x1
x
ta+σdt→ +∞, kada x→ 0+. 
Ako je σ < 0 i a + σ + 1 > 0, onda postoji beskonaqno mnogo rexeǌa
y(x) diferencijalne jednaqine (2.1), takvih da lim
x→0+
y(x) = 0, tj. postoji
beskonaqno mnogo rexeǌa takvih da ǌihovi grafici ,,tee ka taqki
(0, 0)”. To je rezultat rada [8]. Na ovaj naqin kompletirana je slika
ponaxaǌa rexeǌa jednaqine Emden-Faulera oblika (2.1) u okolini ko-
ordinatnog poqetka.
Primer 2.2. Za a = −1 i σ = 0 rexeǌa y(x) = x lnx+C(x− x0) jednaqine
y′′ = xayσ su neopadajua na intervalu (x0,+∞) za svako x0 > 0, C > 0.
Specijalno za x0 = 0 i svako C > 0, dobija se da je lim
x→0+
y(x) = 0.
Primer ilustruje da se rezultati Leme 2.1 i Teoreme 2.1 ne mogu
proxiriti za svako σ 6 0 i a+ σ 6 −1.
2.1.2 Ponaxaǌe rexeǌa du pozitivnog dela y–ose
U situacijama kada su rexeǌa diferencijalne jednaqine (2.1) defi-
nisana u okolini nule, prirodno se namee pitaǌe ponaxaǌa rexeǌa
kada x → 0+. Stoga je od znaqaja da prvo ispitamo pod kojim uslovima
prava x = 0 nije vertikalna asimptota pozitivnih rexeǌa diferenci-
jalne jednaqine (2.1).
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Teorema 2.2. Ako je σ < 0, a > −2 i ako je y(x) pozitivno rexeǌe dife-
rencijalne jednaqine (2.1) definisano na intervalu (0, x0], za neko x0 > 0
takvo da je y′(x0) 6 0, onda je
lim
x→0+
y(x) < +∞ .
Dokaz. Kako je y′(x) rastua funkcija i kako je y′(x0) 6 0, zakǉuquje se da
je y′(x) < 0 za x ∈ (0, x0) i y(x) > y(x0) za x ∈ (0, x0]. Dobijeni rezultati,
































za x ∈ (0, x0], tj. nakon jox jedne integracije dobija se






















− y′(x0)(x0 − x) + y(x0) .
Za a ∈ (−2,−1) ∪ (−1,+∞) zakǉuqujemo da je lim
x→0+
y(x) < +∞.
Posmatrajmo sada sluqaj kada je a = −1. Sliqno, integracijom obe




)σ · (lnx0 − lnx) , x ∈ (0, x0] ,




)σ · (x0 − x) · (lnx0 − ln x̄)− y′(x0)(x0 − x) + y(x0) ,
za neko x̄ ∈ (x, x0). Stoga, zakǉuqujemo da i u sluqaju kada je a = −1,
sledi da je lim
x→0+
y(x) < +∞. 
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U radu [7] pokazano je da ako je a 6 −2, rezultati prethodne teoreme
ne vae, taqnije, onda sva pozitivna rexeǌa jednaqine (2.1), koja su
definisana u okolini nule, imaju vertikalnu asimptotu x = 0. Takoe,
u tom radu dobijeno je asimptotsko ponaxaǌe rexeǌa u okolini nule
za svako pozitivno rexeǌe jednaqine (2.1) kada je a 6 −2 i σ < 0.
Posmatrajmo sada Koxijev problem
y′′ − xayσ = 0, y(0) = c, y′(0) = λ , (2.3)
gde je σ < 0, a, λ ∈ R i c > 0. Prvo moramo precizirati znaqeǌe Koxi-
jevog problema u ovakvoj situaciji. Jednaqina Emden-Faulera defi-
nisana je u opxtem sluqaju kada je x > 0, ali, na primer, pod pret-
postavkama Leme 2.1 i Teoreme 2.2 sledi da lim
x→0+
y(x) = c postoji u skupu
[ 0,∞), pa emo to skraeno pisati kao y(0) = c. Sliqno, kako je y′′(x) > 0
za x > 0, sledi da lim
x→0+
y′(x) = λ postoji u R∪{−∞}. Prvo emo posma-
trati sluqaj kada λ ∈ R.
Teorema 2.3. Ako je σ < 0 i a > −1, onda Koxijev problem (2.3) ima
jedinstveno rexeǌe definisano na nekom intervalu (0, h], h < 1 (rexe-
ǌe je definisano na (0, h] i ono se moe neprekidno diferencijabilno
produiti u 0, tako da je y(0) = c > 0, y′(0) = λ), za dovoǉno malo h.
Dokaz. Posmatrajmo prvo sluqaj kada je λ > 0. Koxijev problem (2.3)
ekvivalentan je integralnoj jednaqini








i zato emo umesto Koxijevog problema (2.3) posmatrati integralnu
jednaqinu (2.4). Definiximo niz funkcija na sledei naqin:
y0(x) = λx+ c, yn+1(x) = λx+ c+
∫ x
0
(x− t)tayσn(t) dt . (2.5)
Pokaimo da za sve funkcije yn(x) vae nejednakosti
c+ λx 6 yn(x) 6 c+ 2λx, x ∈ [0, h], n ∈ N0 , (2.6)
za neko h koje ne zavisi od n. Dokaimo ovu pretpostavku indukcijom.
Ako je n = 0, onda je c+λx = y0(x) 6 2λx+c, za x ∈ [0, h]. Neka nejednakosti
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(2.6) vae, tada je
(c+ λx)σ > yσn(x) > (2λx+ c)
σ ,
za x ∈ [0, h]. Onda je
yn+1(x) 6 λx+ c+
∫ x
0
(x− t)ta(c+ λt)σ dt
6 λx+ c+ x
∫ h
0
ta(c+ λt)σ dt 6 2λx+ c ,
za dovoǉno malo h. Kako je
λx+ c 6 λx+ c+
∫ x
0
(x− t)tayσn(t) dt = yn+1(x) ,
zakǉuqujemo da nejednakosti (2.6) vae.
Pokaimo sada ravnomernu konvergenciju niza yn(x) na segmentu [0, h].







nih suma tog reda je Sn(x) = y0(x) + (y1(x)− y0(x)) + . . .+ (yn(x)− yn−1(x)) =
yn(x). Ravnomerna konvergencija funkcionalnog niza yn(x) ekvivalentna
je ravnomernoj konvergenciji posmatranog funkcionalnog reda.
Dokaimo da je
|yn(x)− yn−1(x)| 6 xnλn, x ∈ [0, h], n ∈ N , (2.7)
za neko h koje ne zavisi od n. Ovu pretpostavku dokazaemo indukcijom.
Za n = 1, dobija se
|y1(x)− y0(x)| 6 x
∫ x
0
ta(λt+ c)σ dt 6 x
∫ h
0
ta(λt+ c)σ dt 6 λx ,
za dovoǉno malo h. Neka nejednakost (2.7) vai, tada je
|yn+1(x)− yn(x)| 6 x
∫ x
0
ta · |yσn(t)− yσn−1(t)| dt
= x · |σ|
∫ x
0
ta · |yn(t)− yn−1(t)| · ξσ−1(t) dt,
gde je min{yn−1(x), yn(x)} 6 ξ(x) 6 max{yn−1(x), yn(x)}, za x ∈ [0, h], pa je
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c+ λx 6 ξ(x) 6 c+ 2λx, za x ∈ [0, h], sledi da je
(c+ λx)σ−1 > ξσ−1(x) > (2λx+ c)σ−1 .
Stoga, za x ∈ [0, h] dobija se




6 xn+1λn · |σ|
∫ h
0
ta(c+ λt)σ−1 dt ,
6 xn+1λn+1 ,
za dovoǉno malo h. Zakǉuqujemo da je
|yn(x)− yn−1(x)| 6 xnλn 6 (λh)n, x ∈ [0, h], n ∈ N .
Dakle, za dovoǉno malo h, opxti qlan posmatranog funkcionalnog reda
moe se majorirati opxtim qlanom brojnog konvergentnog reda, pa pri-
menom Vajerxtrasovog kriterijuma zakǉuqujemo da posmatrani funkci-
onalni red ravnomerno konvergira na segmentu [0, h], tj. niz yn(x) ravno-
merno konvergira ka nekoj funkciji y(x) na segmentu [0, h].
Neka je y(x) = lim
n→+∞
yn(x), x ∈ [0, h]. Tada je y(0) = c. Kako je
|yσn(x)− yσ(x)| 6 ξσ−1(x) · |σ| · |yn(x)− y(x)| ,
gde je c+λx 6 ξ(x) 6 c+ 2λx za x ∈ [0, h], niz yσn(x) ravnomerno konvergira










((x− t)tayσn(t)) dt =
∫ x
0
(x− t)tayσ(t) dt .
Stoga, moemo zakǉuqiti da niz yn(x) ravnomerno konvergira ka funkci-
ji y(x) koja je rexeǌe jednaqine (2.4). Odatle sledi da je y′(0) = λ.
Stoga, y(x) jeste rexeǌe Koxijevog problema (2.3).
Pokaimo sada jedinstvenost. Neka su y1(x) i y2(x) rexeǌa Koxijevog
problema (2.3). Tada je
|y1(x)− y2(x)| 6 x · |σ|
∫ x
0
ta · |y1(t)− y2(t)| · ξσ−1(t) dt ,
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gde je min{y1(x), y2(x)} 6 ξ(x) 6 max{y1(x), y2(x)} za x ∈ [0, h], pa kako vai
y1(x) > λx+ c, y2(x) > λx+ c, x ∈ [0, h] ,
i kako je y′′1(x) > 0 i y
′′
2(x) > 0, za x ∈ [0, h], moemo zakǉuqiti da je
yσ−11 (x) 6 (λx+ c)
σ−1, yσ−12 (x) 6 (λx+ c)
σ−1, x ∈ [0, h] ,
tj.
ξσ−1(x) 6 (λx+ c)σ−1, x ∈ [0, h] .
Konaqno, dobija se
|y1(x)− y2(x)| 6 x · max
x∈[0,h]
|y1(x)− y2(x)| · |σ|
∫ h
0







|y1(x)− y2(x)|, x ∈ [0, h] ,
za dovoǉno malo h. Zakǉuqujemo da je y1 ≡ y2.
Posmatrajmo sada sluqaj kada je λ 6 0. Umesto Koxijevog problema
(2.3) posmatraemo integralnu jednaqinu (2.4), gde je x ∈ [0, h], za do-
voǉno malo h (hλ + c > 0). Niz funkcija yn(x) definisan je kao (2.5).
Pokaimo da za sve funkcije yn(x) vae nejednakosti
c+ λx 6 yn(x) 6 c+ x, x ∈ [0, h], n ∈ N0 , (2.8)
za neko h koje ne zavisi od n. Dokaimo pretpostavku indukcijom. Ako
je n = 0, onda je c+λx = y0(x) 6 x+ c, za x ∈ [0, h]. Neka nejednakosti (2.8)
vae, tada je
(c+ λx)σ > yσn(x) > (x+ c)
σ ,




(x− t)ta(c+ λt)σ dt 6 c+ x
∫ h
0
ta(c+ λt)σ dt 6 x+ c ,
za dovoǉno malo h. Kako je
λx+ c 6 λx+ c+
∫ x
0
(x− t)tayσn(t) dt = yn+1(x) ,
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zakǉuqujemo da (2.8) vai.
Pokazaemo ravnomernu konvergenciju niza yn(x) na segmentu [0, h].
Za dokaz ravnomerne konvergencije niza yn(x) na segmentu [0, h] dovoǉno






na segmentu [0, h].
Pokaimo da je
|yn(x)− yn−1(x)| 6 xn, x ∈ [0, h], n ∈ N , (2.9)
za neko h koje ne zavisi od n. Dokazaemo pretpostavku indukcijom. Za
n = 1, vai da je
|y1(x)− y0(x)| 6 x
∫ x
0
ta(λt+ c)σ dt 6 x
∫ h
0
ta(λt+ c)σ dt 6 x ,
za neko dovoǉno malo h. Neka nejednakost (2.9) vai, tada je
|yn+1(x)− yn(x)| 6 x
∫ x
0
ta · |yσn(t)− yσn−1(t)| dt
= x · |σ|
∫ x
0
ta · |yn(t)− yn−1(t)| · ξσ−1(t) dt ,
gde je min{yn(x), yn−1(x)} 6 ξ(x) 6 max{yn(x), yn−1(x)}, za x ∈ [0, h], pa vai
(c+ λx)σ−1 > ξσ−1(x) > (x+ c)σ−1 .
Stoga je
|yn+1(x)− yn(x)| 6 x · |σ|
∫ x
0
ta(c+ λt)σ−1xn dt 6 xn+1 · |σ|
∫ h
0
ta(c+ λt)σ−1 dt ,
tj.
|yn+1(x)− yn(x)| 6 xn+1 ,
za dovoǉno malo h. Zakǉuqujemo da je
|yn(x)− yn−1(x)| 6 xn 6 hn, x ∈ [0, h], n ∈ N .
Za dovoǉno malo h, iz gorǌih redova sledi ravnomerna konvergencija
niza yn(x) ka nekoj funkciji y(x) na segmentu [0, h].
Na isti naqin kao u sluqaju kada je λ > 0, moe se pokazati da niz
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yσn(x) ravnomerno konvergira ka funkciji y











((x− t)tayσn(t)) dt =
∫ x
0
(x− t)tayσ(t) dt .
Sledi da niz yn(x) ravnomerno konvergira ka funkciji koja je rexeǌe
jednaqine (2.4). Dokaz jedinstvenosti rexeǌa u ovom sluqaju analogan
je dokazu u sluqaju kada je λ > 0. Zakǉuqujemo da je y1 ≡ y2. 
U Teoremi 2.2, pokazano je da ako je σ < 0 i a > −2, onda za sva po-
zitivna rexeǌa jednaqine (2.1) koja su definisana na intervalu (0, x0],
za neko x0 > 0, vai da ǌihov grafik ,,tei ka nekoj konaqnoj taqki na
y–osi”, kada x → 0+. U Teoremi i Posledici 1 u radu [7], pokazano je
da ako je σ < 0 i a 6 −2, onda je prava x = 0 vertikalna asimptota za sva
pozitivna rexeǌa jednaqine (2.1) koja su definisana u okolini nule. U
Teoremi 2.3, pokazano je da ako je σ < 0, a > −1 i λ ∈ R, onda Koxijev
problem (2.3) ima jedinstveno rexeǌe. Prirodno se nameu dva pitaǌa:
1. Koji se zakǉuqci mogu izvesti u sluqaju kada je σ < 0 i −2 < a 6 −1?
2. Moe li rexeǌe jednaqine (2.1), u sluqaju kada je σ < 0 i a > −1,
teiti ka konaqnoj taqki sa pozitivnog dela y–ose kada x → 0+, sa
,,nagibom λ = −∞”?
Precizirajmo izraz iz prethodnog pitaǌa. Za rexeǌe y(x) kaemo
da ima ,,nagib λ = −∞” kada x → 0+, ako je lim
x→0+
y′(x) = −∞, tj. ako je
y–osa tangenta na integralnu krivu rexeǌa.
Sledea lema, teorema i primer daju odgovor na prvo pitaǌe.
Lema 2.2. Ako je σ < 0, −2 < a 6 −1, λ ∈ R i c > 0, onda Koxijev problem
(2.3) nema rexeǌa.
Dokaz. Pretpostavimo da postoji rexeǌe y(x) i pretpostavimo da je ono
definisano na intervalu (0, h], za neko h > 0. Integracijom obe strane





Kako y → c, c > 0, kada x → 0+, onda xayσ ∼ Cxa, gde je C > 0, kada




= 1). Stoga, zakǉuqujemo
da je desna strana jednakosti beskonaqna, a leva strana konaqna, xto
dovodi do kontradikcije. 
15
Teorema 2.4. Ako je σ < 0 i −2 < a 6 −1, onda za svako pozitivno rexeǌe
diferencijalne jednaqine (2.1) koje je definisano na intervalu (0, x0],
za neko x0 > 0, takvo da je y′(x0) 6 0, sledi da
lim
x→0+
y′(x) = −∞ .
Dokaz. Pozitivna rexeǌa jednaqine (2.1) koja su definisana u okolini
nule tee ka konaqnoj taqki sa pozitivnog dela y–ose kada x → 0+ (jer
na osnovu Teoreme 2.1, znamo da ako je σ < 0 i a + σ + 1 6 0, onda y 9 0
kada x→ 0+), pod nekim nagibom λ, gde je λ ∈ R∪{−∞}. Pretpostavimo
da je λ 6= −∞. Kako je y′(x) rastua funkcija za x ∈ (0, x0] sledi da limes
lim
x→0+






Kako y → c, c > 0, kada x→ 0+, onda xayσ ∼ Cxa, gde je C > 0, kada x→ 0+.
Stoga, leva strana jednakosti je konaqna, a desna strana je beskonaqna,
xto dovodi do kontradikcije. 
Iz Leme 2.2 i Teoreme 2.4, zakǉuqujemo da sva pozitivna rexeǌa
diferencijalne jednaqine (2.1) koja su definisana na intervalu (0, x0],
za neko x0 > 0, kada je σ < 0 i a ∈ (−2,−1], imaju ,,nagib λ = −∞” kada
x → 0+, tj. y–osa je tangenta integralnih krivih rexeǌa posmatrane
jednaqine. Prirodno se namee pitaǌe jedinstvenosti rexeǌa Koxi-
jevog problema
y′′ − xayσ = 0, y(0) = c, y′(0) = −∞ , (2.10)
gde je σ < 0, −2 < a 6 −1 i c > 0. Sledei primer pokazuje da Koxijev
problem (2.10) nema uvek jedinstveno rexeǌe.























gde su c i d proizvoǉne pozitivne konstante. Primetimo da su x(t) i
y(t) dobro definisane funkcije na intervalu (1,∞) i x(t) je injektivna
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funkcija na intervalu (1,∞). Stoga, moemo posmatrati x(t) i y(t) kao
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t− 1) + d)3 ,
zakǉuqujemo da je sa x(t) i y(t) zadata parametarska reprezentacija
funkcije y(x), koja je rexeǌe jednaqine y′′ = 1
xy2
. Primetimo da























kada t→∞, za proizvoǉno d ∈ (0,∞). Sledi da Koxijev problem (2.10)
nema jedinstveno rexeǌe kada je σ = −2 i a = −1, tj. ovaj Koxijev
problem ima beskonaqno mnogo rexeǌa.
Sledea lema daje odgovor na drugo pitaǌe sa strane 15.
Lema 2.3. Ako je σ < 0, a > −1 i c > 0, onda Koxijev problem (2.10)
nema rexeǌa.
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Dokaz. Pretpostavimo da postoji rexeǌe y(x) Koxijevog problema (2.10)
i pretpostavimo da je ono definisano na intervalu (0, h], za neko h > 0.







xayσ(x) dx , δ > 0 .
Kako y → c, kada x→ 0+, onda xayσ ∼ Cxa, gde C > 0, kada x→ 0+. Stoga,
kako desna strana jednakosti tei ka konaqnoj vrednosti, a leva strana
ka beskonaqnosti, kada δ → 0+, dolazimo do kontradikcije. 
2.1.3 Ponaxaǌe rexeǌa du pozitivnog dela x–ose
Posmatrajmo Koxijev problem
y′′ − xayσ = 0, y(x0) = 0, y′(x0) = λ , x0 > 0 , (2.11)
gde je σ < 0 i a, λ ∈ R. Znaqeǌe ovako formulisanog Koxijevog problema
moe se objasniti sliqno kao u Odeǉku 2.1.2 i iz tog razloga neemo
ponovo objaxǌavati.
U Lemi 2.1, pokazano je da ako je σ 6 −1 i ako postoji pozitivno
monotono rexeǌe diferencijalne jednaqine (2.1), onda je ono definisa-
no na nekom intervalu I takvom da je (0, x0] ⊂ I, za neko x0 > 0. Primerom
2.1 pokazano je da za a = −σ+3
2
i σ ∈ (−1, 0) postoji rexeǌe jednaqine (2.1)
takvo da grafik tog rexeǌa ,,tei ka nekoj taqki sa x–ose”. Prirodno se
namee pitaǌe: Da li za svako a ∈ R i σ ∈ (−1, 0) takva rexeǌa postoje?
Teorema 2.5. Neka je σ ∈ (−1, 0) i a, λ ∈ R. Tada, postoji rexeǌe Koxi-
jevog problema (2.11) koje je definisano na (x0, x0 + h], za neko h > 0 i
λ > 0, odnosno na [x0 − h, x0) za neko h > 0 i λ 6 0.
Dokaz. Prikazaemo dokaz u sluqaju kada je λ > 0 (sluqaj kada je λ < 0
dobijamo kada posmatramo funkciju y(2x0 − x)). Posmatrajmo familiju
rexeǌa yµ(x) na segmentu [x0, x0 + h] takvu da je
yµ(x0) = µ > 0, y
′
µ(x0) = λ .
Kako je y′′µ(x) = x
ayσµ(x), sledi da je y
′′
µ(x) > 0 i y
′
µ(x) > 0 na segmentu
[x0, x0 + h]. Preslikavaǌe x→ xa je neprekidno i pozitivno na segmentu
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[x0, x0 + h], stoga, postoje konstante m i M takve da je 0 < m 6 xa 6M za
svako x ∈ [x0, x0 + h].
Neka je 0 < α 6 h. Za x ∈ (x0, x0 + α], vai da je
y′′µ(x) = x
ayσµ(x) > m · yσµ(x0 + α) .
Sledi da je




> m · yσµ(x0 + α)
∫ x
x0
dt = m · yσµ(x0 + α) · (x− x0) ,
za svako x ∈ [x0, x0 + α]. Sliqno, sledi da je




> λ(x− x0) +
m · y σµ (x0 + α)
2
· (x− x0)2 ,
za svako x ∈ [x0, x0 + α].
Stoga je yµ(x0 + α) > µ+ λα +
m·y σµ (x0+α)
2

















1−σ · (x− x0)
2
1−σ (2.12)
za svako x ∈ [x0, x0 + h]. Iz prethodnih redova sledi da je
y′′µ(x) = x




1−σ · (x− x0)
2σ
1−σ = c1 · (x− x0)
2σ
1−σ ,
za svako x ∈ (x0, x0 + h] (gde je c1 konstanta koja ne zavisi od µ). Nakon

















yµ(x)− µ− λ(x− x0) =
∫ x
x0






= c2 · (x− x0)
2
1−σ , (2.14)
za svako x ∈ [x0, x0 + h] (gde je c2 konstanta koja ne zavisi od µ). Iz
nejednakosti (2.14) sledi da je familija yµ(x) ravnomerno ograniqena
na segmentu [x0, x0 + h], a iz nejednakosti (2.13) sledi da je ta familija
ekvineprekidna (skup Φ ⊂ C[a, b] je ekvineprekidan ako za svako ε > 0,
postoji δ > 0 tako da je |f(x1)−f(x2)| < ε za svako f ∈ Φ i svako x1, x2 ∈ [a, b]
za koje vai |x1 − x2| < δ). Iz teoreme Arzela6–Askolija7 sledi da
postoji niz µ′ → 0 takav da yµ′(x) ravnomerno konvergira na segmentu
[x0, x0 + h] ka nekoj funkciji y(x).
Na osnovu prethodnog sledi da yµ′(x) konvergira ravnomerno ka y(x)
na segmentu [x0 + α, x0 + h] za svako α ∈ (0, h). Iz nejednakosti (2.12)
(ograniqenost odozdo) sledi da yσµ′(x) konvergira ravnomerno ka y
σ(x) na
segmentu [x0 +α, x0 +h]. Kako je y′′µ′(x) = x
ayσµ′(x), sledi da je y
′′(x) = xayσ(x)
na [x0 + α, x0 + h] (i kako je α proizvoǉno, ovo je zadovoǉeno takoe i na
intervalu (x0, x0 + h]). Oqigledno je da vai y(x0) = 0 i y′(x0) = λ. 
Teorema 2.5 obezbeuje egzistenciju rexeǌa problema (2.11). Namee
se pitaǌe jedinstvenosti rexeǌa ovog problema. U sluqaju kada je λ > 0
(λ < 0), odgovor je dobijen na standardan naqin. To je prikazano u teo-
remi koja sledi.
Teorema 2.6. Ako je −1 < σ < 0 i λ ∈ R+, onda Koxijev problem (2.11)
ima jedinstveno rexeǌe definisano na nekom intervalu (x0, x0 +h], h > 0.
Dokaz. Koxijev problem (2.11) ekvivalentan je integralnoj jednaqini
y(x) = λ(x− x0) +
∫ x
x0
(x− t)tayσ(t) dt .
Zato emo umesto Koxijevog problema (2.11) posmatrati ovu integralnu
jednaqinu. Neka su y1(x) i y2(x) rexeǌa Koxijevog problema (2.11). Tada
je
|y1(x)− y2(x)| 6 (x− x0)
∫ x
x0
ta · |yσ1 (t)− yσ2 (t)| dt . (2.15)
Kako je y′(x) rastua funkcija, koristei poqetne uslove dobija se da
6Cesare Arzelà (1847–1912), italijanski matematiqar
7Giulio Ascoli (1843-1896), italijanski matematiqar
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vai λ 6 y′(x) 6 2λ na segmentu [x0, x0 + h], za neko malo h > 0. Sledi
λ(x− x0) 6 y1(x) 6 2λ(x− x0) i λ(x− x0) 6 y2(x) 6 2λ(x− x0) (2.16)
na segmentu [x0, x0 + h]. Koristei teoremu Lagrana i nejednakost
(2.15), dobija se
|y1(x)− y2(x)| 6 (x− x0) · |σ|
∫ x
x0
ta · ξσ−1(t) · |y1(t)− y2(t)| dt ,
za x ∈ (x0, x0 + h], gde je ξ(x) > λ(x− x0), za x ∈ [x0, x0 + h]. Odatle sledi
ξσ−1(x) 6 λσ−1(x− x0)σ−1 ,






6 4λ < +∞,
stoga, zakǉuqujemo da je sup
x∈(x0, x0+h]
|y1(x)−y2(x)|
x−x0 < +∞. Konaqno, dobija se

















za x ∈ (x0, x0 + h]. Kako je integral
x0+h∫
x0
ta(t− x0)σ dt konaqan, za dovoǉno










Zakǉuqujemo da je y1 ≡ y2. 
Teorema 2.6 moe se primeniti i u sluqaju kada je λ < 0 i tada e
jedinstveno rexeǌe biti definisano na nekom intervalu [x0−h, x0), h > 0.
Dokaz u tom sluqaju je analogan prethodnom dokazu i iz tog razloga on
e biti izostavǉen.
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U sluqaju kada je λ = 0, prethodna tehnika se ne moe primeniti.
Sledea teorema daje odgovor na pitaǌe jedinstvenosti rexeǌa Koxi-
jevog problema (2.11) u ovom sluqaju.
Teorema 2.7. Ako je −1 < σ < 0 i λ = 0, onda Koxijev problem (2.11)
ima jedinstveno rexeǌe definisano na nekom intervalu (x0, x0 +h], h > 0.
Dokaz. Posmatrajmo prvo sluqaj kada je a > 0. Pretpostavimo da je y(x)
rexeǌe Koxijevog problema (2.11) definisano na intervalu (x0, x0 + h],
h > 0, za neko malo h. Iz jednaqine (2.1) sledi da je
y′′(x) = xayσ(x) > xa0 · yσ(x) (2.17)
za x ∈ (x0, x0 + h]. Kako je y′(x) rastua funkcija za x ∈ [x0, x0 + h] i kako
je y′(x0) = 0, zakǉuqujemo da je y′(x) > 0 za x ∈ (x0, x0 + h]. Mnoeǌem obe















za x ∈ [x0, x0 + h]. Nakon deǉeǌa obe strane nejednakosti sa (y(x))
σ+1
2 i





























za x ∈ [x0, x0 + h].




(x− t)tayσ(t) dt .
Za λ = 0, Koxijev problem (2.11) jeste ekvivalentan gorǌoj integral-
noj jednaqini. Neka su y1(x) i y2(x) rexeǌa Koxijevog problema (2.11).
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(x− t) · ta · |yσ1 (t)− yσ2 (t)| dt




(x− t) · |yσ1 (t)− yσ2 (t)| dt .
Koristei teoremu Lagrana i iz nejednakosti (2.18), sledi da je
|y1(x)− y2(x)| 6 (x0 + h)a · |σ|
∫ x
x0
(x− t) · ξσ−1(t) · |y1(t)− y2(t)| dt (2.19)
za x ∈ (x0, x0 + h], gde je















za x ∈ [x0, x0 + h] . Kako je σ ∈ (−1, 0), sledi da je
ξσ−1(x) 6
2(σ + 1)
(1− σ)2 · xa0
· (x− x0)−2 ,
za x ∈ (x0, x0 + h]. Iz prethodnog reda i iz nejednakosti (2.19) dobija se
da je
|y1(x)− y2(x)| 6 (x0 + h)a · |σ| ·
2(σ + 1)
(1− σ)2 · xa0
∫ x
x0





















za x ∈ (x0, x0 + h]. Supremum iz prethodnog reda jeste konaqan, jer iz










6 2c2 < +∞ ,
za x ∈ (x0, x0 + h]. Za x ∈ (x0, x0 + h], integral
∫ x
x0
(x − t)(t − x0)−2+
2
1−σ dt
konvergira, jer −2 + 2











































za dovoǉno malo pozitivno h. Zakǉuqujemo da je y1 ≡ y2.
Posmatrajmo sada sluqaj kada je a < 0. Dokaz u ovom sluqaju analogan
je dokazu u sluqaju kada je a > 0, tako da e ovde biti prikazani samo
kǉuqni koraci. Nejednakost y′′(x) = xayσ(x) > (x0 + h)a · yσ(x) analogna
je nejednakosti (2.17) za x ∈ (x0, x0 + h]. Primeǌujui isti metod kao
u sluqaju kada je a > 0, dobijamo nejednakosti koje redom odgovaraju

















|y1(x)− y2(x)| 6 xa0 · |σ|
∫ x
x0



















za x ∈ (x0, x0 +h]. Konaqno, zakǉuqujemo da je y1 ≡ y2 i u ovom sluqaju. 
Teorema 2.7 moe se primeniti i u sluqaju kada je λ = 0 ali kada je
jedinstveno rexeǌe definisano na [x0 − h, x0), h > 0, za malo h. Dokaz u
tom sluqaju analogan je prethodno prikazanom dokazu i iz tog razloga
je izostavǉen.
2.2 Sluqaj σ ∈ (0, 1)
U ovom delu disertacije posmatramo jednaqinu (2.1), gde σ ∈ (0, 1)
i a ∈ R. Kako je σ > 0, oblast definisanosti jednaqine (2.1) moe se
proxiriti, stoga ne moramo posmatrati iskǉuqivo pozitivna rexeǌa.
Rezultati koji su prikazani u ovom delu bazirani su na rezultatima
rada [10].
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2.2.1 Ponaxaǌe rexeǌa u okolini koordinatnog poqetka
Posmatrajmo Koxijev problem
y′′ − xayσ = 0, y(0) = 0, y′(0) = λ, (2.21)
gde je σ ∈ (0, 1) i λ ∈ [0,+∞). Glavni rezultat jeste da izraz a + σ
direktno odluquje o egzistenciji rexeǌa tog problema.
Teorema 2.8. Neka je 0 < σ < 1, λ > 0 i a + σ + 1 6 0, tada Koxijev
problem (2.21) nema pozitivnih rexeǌa.
Dokaz. Pretpostavimo da postoji rexeǌe y(x) Koxijevog problema (2.21)
i da je definisano na intervalu (0, x1], za neko x1 > 0. Onda ono mora
biti neopadajue. Produeǌem funkcije y(x) tako da je y(0) = 0, do-
bijamo da je funkcija y(x) neprekidna na segmentu [0, x1] i diferenci-
jabilna u intervalu (0, x1). Kako je y′(x) rastua funkcija, sledi da
za svako x ∈ (0, x1) nejednakost λ 6 y′(ξ) = y(x)−0x−0 vai za neko ξ ∈ (0, x).
Sledi da je y(x) > λx, tj. yσ(x) > λσxσ za svako x ∈ (0, x1]. Integracijom
















kada x→ 0+. 
Napomena 2.1. Ako je λ = 0, onda Koxijev problem (2.21) ima rexeǌe
definisano u nekoj okolini nule. Na primer, funkcija y(x) = 0 jeste
rexeǌe koje zadovoǉava zadate poqetne uslove.
Teorema 2.9. Ako je a+σ+ 1 > 0 i σ ∈ (0, 1), onda za svako λ > 0 Koxijev
problem (2.21) ima jedinstveno rexeǌe definisano na nekom intervalu
(0, h], h > 0.





(x− t)tayσ(t) dt .
Koxijev problem (2.21) jeste ekvivalentan gore navedenoj integralnoj
jednaqini.
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Niz funkcija definixemo na sledei naqin:
y0(x) = λx, yn+1(x) = λx+
∫ x
0
(x− t)tayσn(t)dt . (2.22)
Pokaimo da za sve funkcije yn(x) vae nejednakosti
λx 6 yn(x) 6 2λx, x ∈ [0, h1], n ∈ N0 , (2.23)






. Dokaimo pretpostavku indukci-
jom. Ako je n = 0, onda je λx 6 λx = y0(x) 6 2λx, za x ∈ [0, h1]. Ako
nejednakosti (2.23) vae, onda je (λx)σ 6 yσn(x) 6 (2λx)
















za x ∈ [0, h1], zakǉuqujemo da (2.23) vai.






i neka je h = min{h1, h2}. Neka








6 λ za x ∈ (0, h], n ∈ N0, stoga je δn konaqno.
Iz uslova σ ∈ (0, 1) sledi da je (2λx)σ−1 6 yσ−1n (x) 6 (λx)σ−1 , za x ∈ (0, h].
Iz teoreme Lagrana sledi da je
∣∣yn+1(x)− yn(x)∣∣ 6 σ · x ∫ x
0
ta · ξσ−1(t) ·
∣∣yn(t)− yn−1(t)∣∣ dt
6 σ · x
∫ h
0
ta · (λt)σ−1 ·
∣∣yn(t)− yn−1(t)∣∣ dt
6 x · δn
2
,





, xto implicira ravnomernu konvergenciju niza yn(x) ka nekoj
funkciji y(x). Kako je∫ x
0
(x− t) · ta · yσn(t) dt 6
∫ h
0
xa · yσn(x) dx 6 2σλσ
∫ h
0
xa+σ dx <∞ ,
na osnovu Lebegove8 teoreme o dominantnoj konvergenciji moe se proi





Odatle sledi da lim
x→0+
y(x) = 0, lim
x→0+
y′(x) = λ, y′′ = xayσ i funkcija y(x)
jeste definisana na intervalu (0, h].
Dokaimo sada jedinstvenost. Neka su y1(x) i y2(x) rexeǌa Koxijevog
problema (2.21). Neka je M = max{y′1(h), y′2(h)}. Kako yi(x) ∈ [λx,Mx] za
x ∈ (0, h], i = 1, 2, sledi da je |y1(x)−y2(x)|
x
< +∞, za x ∈ (0, h]. Koristei
teoremu Lagrana dobijamo nejednakosti
∣∣y1(x)− y2(x)∣∣ 6 x∫ x
0
ta ·
∣∣yσ1 (t)− yσ2 (t)∣∣ dt
6 σ · x
∫ x
0
ta · ξσ−1(t) · |y1(t)− y2(t)| dt ,
gde je (2λx)σ−1 6 (ξ(x))σ−1 6 (λx)σ−1, za x ∈ (0, h]. Stoga, za x ∈ (0, h] vai∣∣y1(x)− y2(x)∣∣
x

























Zakǉuqujemo da je y1 ≡ y2. 
Jedinstvenost rexeǌa Koxijevog problema (2.21) ne vai u sluqaju
kada je λ = 0 i to je prikazano u sledeem primeru.
8Henri Léon Lebesgue (1875–1941), francuski matematiqar
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Primer 2.4. Posmatrajmo jednaqinu y′′ = xayσ, gde je a + σ + 1 > 0 i
σ ∈ (0, 1). Primetimo da funkcija y(x) = ωxλ, x ∈ (0,+∞) jeste rexeǌe






i λ = a+2
1−σ . Ovo re-
xeǌe zadovoǉava uslove lim
x→0+
y(x) = 0 i lim
x→0+
y′(x) = 0. Ali i funkcija
y(x) = 0 takoe jeste rexeǌe posmatrane diferencijalne jednaqine koje
zadovoǉava iste uslove.
2.2.2 Postojaǌe vertikalnih asimptota
U prethodnom delu posmatrali smo asimptotsko ponaxaǌe rexeǌa
diferencijalne jednaqine (2.1) u blizini taqke (0, 0). Ako Koxijev
problem (2.21) nema rexeǌa, a odgovarajua rexeǌa jednaqine (2.1) su
definisana u nekoj okolini nule, kako su ona monotona u nekoj okolini
nule, postoji lim
x→0+
y(x) u skupu (0,+∞)∪{+∞}. Prirodno se namee pi-
taǌe pod kojim uslovima e rexeǌa jednaqine (2.1) teiti ka kona-
qnoj taqki, a pod kojim uslovima e imati vertikalnu asimptotu, kada
x→ 0+.
Teorema 2.10. Neka je σ ∈ (0, 1), a 6 −2 i neka je y(x) pozitivno rexeǌe
diferencijalne jednaqine (2.1) definisano na intervalu (0, x0], za neko




Dokaz. Iz jednaqine (2.1) sledi da je y′′(x) > 0 za x ∈ (0, x0], x0 > 0,
tj. y(x) jeste konveksna funkcija. Kako je y′(x0) 6 0, zakǉuqujemo da je
y′(x) < 0 za x ∈ (0, x0) i y(x) > y(x0) za x ∈ (0, x0]. Ovo, zajedno sa (2.1),
implicira nejednakost
y′′(x) = xayσ(x) > xayσ(x0) . (2.24)
Posmatrajmo prvo sluqaj kada je a 6= −2. Iz nejednakosti (2.24),
nakon integracije, dobija se















za x ∈ (0, x0], tj. nakon jox jedne integracije dobija se










Kada x→ 0+, desna strana nejednakosti tei ka beskonaqnosti, stoga i
leva strana takoe mora teiti ka beskonaqnosti.
Razmatrajmo sada sluqaj kada je a = −2. Iz nejednakosti (2.24), nakon
integracije, dobija se















za x ∈ (0, x0], tj. nakon jox jedne integracije dobija se





· (x0 − x)
)
.
Kada x → 0+, desna strana nejednakosti tei ka beskonaqnosti, stoga,
i leva strana takoe mora teiti ka beskonaqnosti. 
Interesuje nas da li rexeǌa jednaqine (2.1) mogu imati vertikalnu
asimptotu u sluqaju kada je a > −2. Odgovor nam daje sledea teorema.
Teorema 2.11. Ako je σ ∈ (0, 1), a > −2 i ako je y(x) pozitivno rexeǌe
diferencijalne jednaqine (2.1) definisano na intervalu (0, x0], za neko




Dokaz. Iz jednaqine (2.1) sledi da je y′′(x) > 0 za x ∈ (0, x0], tj. y(x)
jeste konveksna funkcija. Odavde i iz uslova y′(x0) 6 0, zakǉuquje se
da je y′(x) < 0 za x ∈ (0, x0) i y(x) > y(x0) za x ∈ (0, x0]. Ovo, zajedno sa
jednaqinom (2.1), implicira nejednakost
y′′(t) = tayσ(t) 6 tayσ(x), (2.25)
za svako t ∈ [x, x0].
Posmatrajmo prvo sluqaj kada je a 6= −1. Iz nejednakosti (2.25),
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za svako x ∈ (0, x0]. Stoga, za svako t ∈ [x, x0] sledi da je
y′(x0)− y′(t) 6 yσ(t) ·
xa+10 − ta+1
a+ 1





Nakon jox jedne integracije, za x ∈ (0, x0] dobija se










Zakǉuqujemo da za svako x ∈ (0, x0] vai da je
y1−σ(x) 6












Pretpostavimo da je prava x = 0 vertikalna asimptota funkcije y(x)
kada x → 0+. Tada, leva strana prethodne nejednakosti tei ka besko-
naqnosti kada x→ 0+, dok desna strana ne tei ka beskonaqnosti (prvi
sabirak tei ka nuli, a drugi je ograniqen). Iz dobijene kontradikcije
zakǉuqujemo da prava x = 0 nije vertikalna asimptota funkcije y(x).
Stoga, za a ∈ (−2,−1)∪ (−1,∞) sledi da je lim
x→0+
y(x) < +∞.
Posmatrajmo sada sluqaj kada je a = −1. Sliqno, iz nejednakosti
(2.25) dobija se





za svako x ∈ (0, x0]. Stoga, za svako t ∈ [x, x0] sledi da je
y′(x0)− y′(t) 6 yσ(t) ·
(




lnx0 − ln t
)
.
Nakon jox jedne integracije, za x ∈ (0, x0] dobija se
y′(x0)(x0− x)− y(x0) + y(x) 6 yσ(x) ·
[
lnx0 · (x0− x)− x0(lnx0− 1) + x(lnx− 1)
]
.
Zakǉuqujemo da za svako x ∈ (0, x0] vai da je
y1−σ(x) 6








Pretpostavimo da je prava x = 0 vertikalna asimptota funkcije y(x)
kada x → 0+. Tada, leva strana prethodne nejednakosti tei ka besko-
naqnosti kada x→ 0+, dok desna strana ne tei ka beskonaqnosti (prvi
sabirak tei ka nuli, a drugi je ograniqen, jer lim
x→0+
x(lnx− 1) = 0). Iz
dobijene kontradikcije zakǉuqujemo da je lim
x→0+
y(x) < +∞ i u sluqaju
kada je a = −1. 
2.2.3 Ponaxaǌe rexeǌa du pozitivnog dela y–ose
Na osnovu prethodno dobijenih rezultata sledi da Koxijev problem
y′′ − xayσ = 0, y(0) = c, y′(0) = λ, (2.26)
gde je σ ∈ (0, 1) i c ∈ [0,+∞) ima smisla ako je a > −2. Kako je y′(x)
rastua funkcija na intervalu (0, x0], za neko x0 > 0, sledi da lim
x→0+
y′(x)
postoji u skupu R∪{−∞}, zato emo razmatrati takve vrednosti parame-
tra λ. Dobijeni rezultati pokazuju da se ponaxaǌe rexeǌa diferenci-
jalne jednaqine (2.1) drastiqno razlikuje u sluqaju kada je a ∈ (−2,−1]
i u sluqaju kada je a > −1.
Lema 2.4. Ako je 0 < σ < 1, a 6 −1 i λ, c > 0, onda Koxijev problem
(2.26) nema rexeǌa.
Dokaz. Ako bi postojalo pozitivno rexeǌe sa navedenim osobinama,
onda bi ono moralo biti neopadajue. Pretpostavimo da takvo rexe-
ǌe postoji i da je ono definisano na intervalu (0, h], za neko h > 0.





Kako y → c, kada x→ 0+, onda xayσ ∼ Cxa, gde je C > 0, kada x→ 0+. Kako
je desna strana jednakosti beskonaqna, a leva strana konaqna, dolazimo
do kontradikcije. 
Teorema 2.12. Ako je 0 < σ < 1 i a 6 −1, onda za svako pozitivno rexeǌe
y(x) diferencijalne jednaqine (2.1) definisano na intervalu (0, x0], za
neko x0 > 0, takvo da je y′(x0) 6 0, sledi da
lim
x→0+
y′(x) = −∞ .
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Dokaz. Kako je y′(x0) 6 0 i kako je y′(x) je rastua funkcija, sledi da je
y(x) > y(x0) za x ∈ (0, x0]. Kako je 0 < σ < 1, sledi da je yσ(x) > yσ(x0) za
x ∈ (0, x0]. Integracijom obe strane jednakosti (2.1) dobija se










Kada x → 0+, desna strana jednakosti tei ka beskonaqnosti, stoga i
leva strana takoe mora teiti ka beskonaqnosti. 
Iz Leme 2.4 i Teoreme 2.12 zakǉuqujemo da je y–osa tangenta inte-
gralnih krivih rexeǌa posmatrane jednaqine (2.1), koja su definisana
u nekoj okolini nule, kada σ ∈ (0, 1) i a ∈ (−2,−1].
Teorema 2.13. Ako σ ∈ (0, 1), a > −1, c > 0 i λ ∈ R, onda Koxijev problem
(2.26) ima jedinstveno rexeǌe definisano na intervalu (0, h], h > 0.
Dokaz. Posmatrajmo prvo sluqaj kada je λ > 0. Umesto Koxijevog pro-
blema (2.26) posmatraemo integralnu jednaqinu
y(x) = λx+ c+
∫ x
0
(x− t)tayσ(t) dt , (2.27)
jer je Koxijev problem (2.26) ekvivalentan integralnoj jednaqini (2.27).
Niz funkcija je definisan na sledei naqin:
y0(x) = λx+ c, yn+1(x) = λx+ c+
∫ x
0
(x− t)tayσn(t) dt . (2.28)
Pokaimo da za sve funkcije yn(x) vae nejednakosti
c+ λx 6 yn(x) 6 c+ 2λx, x ∈ [0, h], n ∈ N0 , (2.29)
za neko h koje ne zavisi od n. Dokazaemo indukcijom pretpostavku. Ako
je n = 0, onda c+λx = y0(x) 6 2λx+ c, za x ∈ [0, h]. Neka vae nejednakosti
(2.29), tada je
(c+ λx)σ 6 yσn(x) 6 (2λx+ c)
σ ,
za x ∈ [0, h]. Stoga je




6 λx+ c+ x
∫ h
0
ta(c+ 2λt)σdt 6 2λx+ c ,
32
za dovoǉno malo h. Kako je
λx+ c 6 λx+ c+
∫ x
0
(x− t)tayσn(t)dt = yn+1(x) ,
zakǉuqujemo da (2.29) vai.
Pokaimo ravnomernu konvergenciju niza yn(x) na segmentu [0, h]. Pos-
matrajmo funkcionalni red y0(x) +
∞∑
n=1
(yn(x)− yn−1(x)). Niz parcijalnih




+ . . .+(yn(x)−yn−1(x)) = yn(x).
Stoga, ravnomerna konvergencija funkcionalnog niza yn(x) ekvivalentna
je ravnomernoj konvergenciji posmatranog funkcionalnog reda.
Pokaimo da je
|yn(x)− yn−1(x)| 6 xnλn, x ∈ [0, h], n ∈ N , (2.30)
za neko h koje ne zavisi od n. Ovu pretpostavku dokazaemo indukcijom.
Za n = 1, dobija se
|y1(x)− y0(x)| 6 x
∫ x
0
ta(λt+ c)σ dt 6 x
∫ h
0
ta(λt+ c)σ dt 6 λx ,
za dovoǉno malo h. Neka nejednakost (2.30) vai, tada je
|yn+1(x)− yn(x)| 6 x
∫ x
0
ta · |yσn(t)− yσn−1(t)| dt
= σ · x
∫ x
0
ta · ξσ−1(t) · |yn(t)− yn−1(t)| dt,
gde je λx+ c 6 ξ(x) 6 2λx+ c, za x ∈ [0, h], stoga je
(c+ 2λx)σ−1 6 ξσ−1(x) 6 (λx+ c)σ−1, x ∈ [0, h] .
Sledi da je










za x ∈ [0, h] i dovoǉno malo h. Zakǉuqujemo da je
|yn(x)− yn−1(x)| 6 xnλn 6 (λh)n, x ∈ [0, h], n ∈ N.
Za dovoǉno malo h, iz prethodnih redova zakǉuqujemo da niz yn(x) ravno-
merno konvergira ka nekoj funkciji y(x) na segmentu [0, h].
Neka je y(x) = lim
n→+∞
yn(x), x ∈ [0, h]. Tada je y(0) = c. Niz yσn(x)










((x− t)tayσn(t)) dt =
∫ x
0
(x− t)tayσ(t) dt .
Odavde zakǉuqujemo da niz yn(x) ravnomerno konvergira na segmentu
[0, h] ka funkciji koja je rexeǌe jednaqine (2.27). Odatle sledi da je
y′(0) = 0. Stoga, y(x) jeste rexeǌe Koxijevog problema (2.26).
Pokaimo sada jedinstvenost. Neka su y1(x) i y2(x) rexeǌa Koxijevog
problema (2.26). Tada je
|y1(x)− y2(x)| 6 σ · x
∫ x
0
ta · |y1(t)− y2(t)| · ξσ−1(t) dt ,
gde je c+ λx 6 ξ(x) 6 c+ 2λx, za x ∈ [0, h], stoga je ξσ−1(x) 6 (λx+ c)σ−1, za
x ∈ [0, h].
Konaqno, zakǉuqujemo da je
|y1(x)− y2(x)| 6 σ · max
x∈[0,h]
|y1(x)− y2(x)| · x
∫ h
0







|y1(x)− y2(x)|, x ∈ [0, h] ,
za dovoǉno malo h. Sledi da je y1 ≡ y2.
Kada je λ 6 0, dokaz se sprovodi analogno i zato je izostavǉen. 
Prirodno se namee pitaǌe: Da li mogu rexeǌa, u sluqaju kada
σ ∈ (0, 1) i a > −1, da tee ka konaqnoj taqki sa pozitivnog dela y–ose
kada x→ 0+, sa nagibom ,,λ = −∞”?
Lema 2.5. Ako je 0 < σ < 1 i a > −1, onda Koxijev problem y′′ = xayσ,
lim
x→0+
y(x) = c ∈ (0,+∞), lim
x→0+
y′(x) = −∞, nema rexeǌa koja su definisana
na intervalu (0, x0], za neko x0 > 0.
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Dokaz. Pretpostavimo da takvo rexeǌe postoji. Dovoǉno je posmatrati
samo nerastua rexeǌa, stoga moemo pretpostaviti da je y′(x0) 6 0.
Kako je y′(x) rastua funkcija, sledi da je y(x) 6 c za x ∈ (0, x0]. Kako je
0 < σ < 1, sledi da je yσ(x) 6 cσ, za x ∈ (0, x0]. Integracijom obe strane











Kada x → 0+, desna strana nejednakosti ne tei ka beskonaqnosti, dok
leva tei, xto dovodi do kontradikcije. 
Primetimo da se rexeǌa jednaqine (2.1) ponaxaju sliqno u sluqaju
kada je σ < 0 i kada σ ∈ (0, 1) (postojaǌe vertikalnih asimptota, pona-
xaǌe rexeǌa u okolini koordinatnog poqetka, kao i ponaxaǌe rexeǌa
du pozitivnog dela y–ose).
2.3 Sluqaj σ > 1
U ovom delu disertacije posmatramo diferencijalnu jednaqinu (2.1),
gde σ > 1 i a ∈ R. Rezultati koji su prikazani u ovom delu bazirani su
na rezultatima rada [14].
2.3.1 Pomoni rezultati
Posmatrajmo diferencijalnu jednaqinu
u′′ −Bu′ + Au− |u|k−1u = 0 , (2.31)
gde je u = u(t), A ∈ R, B > 0 i k > 1. Rezultati koji prikazuju
asimptotsko ponaxaǌe rexeǌa jednaqine (2.31) prikazani su sledeim
lemama. Dokazi lema prikazani su u radu [1].
Lema 2.6. Neka je A < 0. Tada za proizvoǉno netrivijalno rexeǌe u(t)
diferencijalne jednaqine (2.31), koje je definisano u okolini beskona-
qnosti, vai da je
u(t) = (C + o(1)) e−mt ,






> 0. Takvo rexeǌe postoji
za proizvoǉno C 6= 0.
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Lema 2.7. Neka je A = 0. Tada za proizvoǉno netrivijalno rexeǌe
u(t) diferencijalne jednaqine (2.31), koje je definisano u nekoj okolini








· (1 + o(1)) ,
kada t→ +∞, gde je β = 2
k−1 > 0. Takvo rexeǌe postoji.
Lema 2.8. Neka je A > 0. Tada za proizvoǉno netrivijalno rexeǌe u(t)
diferencijalne jednaqine (2.31), koje je definisano u okolini beskona-
qnosti, vai da je
u(t) = ±A
β
2 + o(1) ,
kada t→ +∞, gde je β = 2
k−1 > 0. Takvo rexeǌe postoji.
Posmatrajmo sada diferencijalnu jednaqinu
u′′ +B1u
′ + Au− |u|k−1u = 0 , (2.32)
gde je u = u(t), A ∈ R, B1 > 0 i k > 1. Rezultati, koji opisuju asimptotsko
ponaxaǌe rexeǌa jednaqine (2.32), prikazani su sledeim lemama. Do-
kazi lema prikazani su u radu [1].
Lema 2.9. Neka je A < 0. Tada za proizvoǉno netrivijalno rexeǌe u(t)
diferencijalne jednaqine (2.32), koje je definisano u okolini beskona-
qnosti, vai da je
u(t) = (C + o(1)) e−Mt,






> 0. Takvo rexeǌe postoji
za proizvoǉno C 6= 0.
Lema 2.10. Neka je A = 0. Tada za proizvoǉno netrivijalno rexeǌe u(t)
diferencijalne jednaqine (2.32), koje je definisano u okolini beskona-
qnosti, vai da je
u(t) = (C + o(1)) e−B1t ,
kada t→ +∞, gde je C 6= 0. Takvo rexeǌe postoji za proizvoǉno C 6= 0.




. Tada za proizvoǉno netrivijalno rexe-
ǌe u(t) diferencijalne jednaqine (2.32), koje tei ka nuli kada t→ +∞,
vai da je
u(t) = Ce−mt (1 + o(1))
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ili
u(t) = Ce−Mt (1 + o(1)) ,










− A + B1
2
. Takvo rexeǌe
postoji za proizvoǉno C 6= 0.
2.3.2 Ponaxaǌe rexeǌa u okolini nule
U ovoj sekciji posmatraemo jednaqinu Emden-Faulera (2.1), u slu-
qaju kada je σ > 1 i a ∈ R. Posmatraemo asimptotsko ponaxaǌe rexeǌa
jednaqine (2.1) kada x→ 0+. Moe se primetiti da veina lema i teo-
rema koje smo formulisali u sluqaju kada je σ ∈ (0, 1) mogu se primeniti
i u sluqaju kada je σ > 1. Ovde to nee biti prikazano (lako se pro-
verava), ve e biti prikazana veza izmeu jednaqina (2.31) i (2.32)
i jednaqine (2.1). Naime, ponaxaǌe rexeǌa jednaqina (2.31) i (2.32)
dae nam znaqajne informacije o ponaxaǌu rexeǌa jednaqine (2.1).
Kako bi se lakxe pratio dokaz teoreme koja sledi i da bi se prime-
tila kompletnost posmatranih sluqajeva, posmatrajmo sliku 2.1.
a > −2, (G)
a = −2, (A)

a < −2
a < −2, 2a+ σ + 3 > 0, (A)
a < −2, 2a+ σ + 3 = 0, (D)
2a+ σ + 3 < 0
a < −2, 2a+ σ + 3 < 0, a+ σ + 1 > 0 (A)
a < −2, 2a+ σ + 3 < 0, a+ σ + 1 = 0 (B)
a < −2, 2a+ σ + 3 < 0, a+ σ + 1 < 0 (V)
Slika 2.1.
Teorema 2.14. Neka je σ > 1. Neka je y(x) proizvoǉno pozitivno rexeǌe
jednaqine (2.1) koje je definisano u okolini nule. Razlikujemo sluqa-
jeve:
(A) Ako je 2a+ σ + 3 < 0, a < −2, a+ σ + 1 > 0 ili a < −2, 2a+ σ + 3 > 0
ili a = −2, onda je
y(x) = (C + o(1)) · x,
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kada x→ 0+, gde je C > 0. Takvo rexeǌe postoji za proizvoǉno C > 0.
(B) Ako je a < −2 i a+ σ + 1 = 0, onda je
y(x) = ((a+ 2) lnx)
1
a+2 · x · (1 + o(1)) ,
kada x→ 0+. Takvo rexeǌe postoji.
(V) Ako je a < −2 i a+ σ + 1 < 0, onda je
y(x) =
((









kada x→ 0+. Takvo rexeǌe postoji.
(G) Ako je a > −2, onda za proizvoǉno C > 0 postoje rexeǌa jednaqine
(2.1) takva da je
y(x) = C (1 + o(1)) ,
ili
y(x) = C (1 + o(1)) · x,
kada x→ 0+.
















2 = 1 i gde su C1 i C2 konstante, takve da C2 > 0 i da su
izrazi dobro definisani.
Dokaz. U dokazu ove teoreme koristiemo leme iz prethodnog dela.
Smenom x = e−t, y = ue−λt, gde je λ = a+2
1−σ i u = u(t), jednaqina (2.1)
svodi se na jednaqine (2.31) i (2.32), tj. na jednaqinu oblika
u′′ − (2λ− 1)u′ + λ(λ− 1)u− uσ = 0 .
Ovo je specijalan sluqaj jednaqine (2.32), gde je A =




2a+ σ + 3
1− σ
. Primetimo da vai jednakost
B2
4




(A) Da bismo dokazali ovaj sluqaj koristiemo Lemu 2.6, Lemu 2.9 i
Lemu 2.10.
Ako je 2a+ σ + 3 < 0, a < −2, a+ σ + 1 > 0, onda je A < 0 i B > 0. Na
osnovu Leme 2.6 dobija se
u(t) = (C + o(1)) e−mt ,
kada t → +∞, gde je C > 0 i iz jednakosti (2.33) dobija se da je
m = 1−B
2
> 0. U ovom sluqaju zakǉuqujemo da je m = a+σ+1
σ−1 . Odavde se
dobija
y(t) = u(t)e−λt = (C + o(1)) e−(m+λ)t = (C + o(1)) e−t ,
kada t→ +∞, gde je C > 0, tj.
y(x) = (C + o(1)) · x ,
kada x→ 0+, gde je C > 0.
Ako je a < −2 i 2a + σ + 3 > 0, onda je B < 0 i A < 0. Iz Leme 2.9
sledi
u(t) = (C + o(1)) e−Mt,




− A + B1
2
> 0 (B1 = −B). U ovom
sluqaju dobija se da je M = a+σ+1
σ−1 . Stoga, sledi
y(t) = u(t)e−λt = (C + o(1)) e−(M+λ)t = (C + o(1)) e−t ,
kada t→ +∞, gde je C > 0, tj.
y(x) = (C + o(1)) · x ,
kada x→ 0+, gde je C > 0.
Ako je a = −2, onda je B = −1 i A = 0. Iz Leme 2.10 sledi
u(t) = (C + o(1)) e−B1t ,
kada t→ +∞, gde je C > 0 i B1 = −B. Odavde se dobija
y(t) = u(t)e−λt = (C + o(1)) e−(B1+λ)t = (C + o(1)) e−t ,
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kada t→ +∞, gde je C > 0. Sledi
y(x) = (C + o(1)) · x,
kada x→ 0+, gde je C > 0.
(B) Ako je a < −2 i a+ σ + 1 = 0, onda je A = 0 i B = λ = 1. Iz Leme
2.7 sledi
u(t) = ((σ − 1)t))−
β
2 (1 + o(1)) ,
kada t→ +∞, gde je β = 2
σ − 1
> 0. Odavde se dobija
y(t) = u(t)e−t = (−(a+ 2)t)
1
1−σ (1 + o(1)) e−t,
kada t→ +∞. Sledi
y(x) = ((a+ 2) lnx)
1
a+2 · x · (1 + o(1)) ,
kada x→ 0+.
(V) Ako je a < −2 i a + σ + 1 < 0, onda je A > 0 i B > 0. Poxto nas
zanimaju iskǉuqivo pozitivna rexeǌa iz Leme 2.8 dobija se
u(t) = A
β
2 + o(1) ,
kada t→ +∞, gde je β = 2
σ−1 > 0. Odavde, dobija se
y(t) = u(t)e−λt =
((







kada t→ +∞, tj.
y(x) =
((










(G) Ako je a > −2, onda je B < 0 i 0 < A < B2
4
. Tada je m = B1−1
2
= −λ
i M = B1+1
2
= 1 − λ. Iz Leme 2.11 za svako netrivijalno rexeǌe u(t)
jednaqine (2.32), koje tei ka 0 kada t→ +∞, vai
u(t) = Ceλt (1 + o(1))
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ili
u(t) = Ce(λ−1)t (1 + o(1)) ,
gde je C 6= 0. Odavde, dobija se
y(t) = u(t)e−λt = C + o(1)
ili
y(t) = u(t)e−λt = (C + o(1)) e−t
kada t→ +∞, tj.
y(x) = C (1 + o(1)) ,
ili
y(x) = C (1 + o(1))x ,
kada x→ 0+, gde je C > 0.
(D) Ovaj rezultat je poznat i ovde je naveden iskǉuqivo zbog kom-
pletnosti sluqaja kada je σ > 1 (za vixe detaǉa pogledati [15]). 
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3 Ponaxaǌe rexeǌa jednaqine y′′ + xayσ = 0
U ovom poglavǉu posmatraemo diferencijalnu jednaqinu Emden-
Faulera koja je oblika
y′′ + xayσ = 0, x > 0 , (3.1)
gde je σ < 0 i a ∈ R. Jednaqine Emden-Faulera (2.1) i (3.1) na prvi
pogled izgledaju jako sliqno, meutim, asimptotsko ponaxaǌe rexeǌa
ovih jednaqina se dosta razlikuje. Prvo xto se moe primetiti jeste
da su sva pozitivna rexeǌa jednaqine (2.1) konveksne funkcije, dok su
sva pozitivna rexeǌa jednaqine (3.1) konkavne funkcije. Stoga, tehnika
koja se primeǌuje za ispitivaǌe ponaxaǌa rexeǌa ovih jednaqina bitno
se razlikuje.
Ovde e biti prikazano ponaxaǌe rexeǌa jednaqine (3.1) u okolini
koordinatnog poqetka. Jednaqina (3.1) je dosta prouqavana u litera-
turi (videti na primer [9, 16, 17]) i iz tog razloga ona je dosta maǌe
prouqavana u ovoj tezi.
Rezultati prikazani u ovom poglavǉu jesu specijalan sluqaj rezul-
tata dobijenih u radu [17], ali je u ovom poglavǉu prikazana nexto
drugaqija tehnika.
3.1 Priraxtaj rexeǌa jednaqine Emden-Faulera u
sluqaju σ < 0
Lema 3.1. Ako je σ < 0, a ∈ R i 0 < x1 < x2, onda postoji pozitivna
konstanta λ1 = λ1(a, σ, x1, x2) takva da za svako pozitivno rexeǌe y(x)
jednaqine (3.1), koje je definisano na segmentu [x1, x2] i za koje vai da
je y′(x2) > 0, sledi da je y(x2) > λ1.
Dokaz. Iz jednaqine (3.1) sledi da je y′′(x) < 0 za x ∈ [x1, x2], x2 > x1 > 0,
tj. y(x) jeste konkavna funkcija. Odavde i iz uslova da je y′(x2) > 0,
zakǉuquje se da je y′(x) > 0 za x ∈ (x1, x2) i y(x) 6 y(x2) za x ∈ [x1, x2]. Ovo,
zajedno sa jednaqinom (3.1), implicira nejednakost
− y′′(x) = xayσ(x) > xayσ(x2) . (3.2)
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Posmatrajmo prvo sluqaj kada je a 6= −1. Iz nejednakosti (3.2) sledi
da je


























za neko x̄ ∈ (x1, x2). Sledi da je
y(x2) > C(a, x1, x2) · yσ(x2) ,
gde je
C(a, x1, x2) =
1
a+ 1





za neko x̄ ∈ (x1, x2). Odavde se zakǉuquje da je
y(x2) > (C(a, x1, x2))
1
1−σ = λ1 > 0 .
Posmatrajmo sada sluqaj kada je a = −1. Iz nejednakosti (3.2) sledi
da je
y′(x)− y′(x2) = −
∫ x2
x





y′(x) dx > yσ(x2) · (x2 − x1) · (lnx2 − ln x̄) ,
za neko x̄ ∈ (x1, x2). Sledi da je
y(x2) > C(x1, x2) · yσ(x2) ,
gde je C(x1, x2) = (x2− x1) · (lnx2 − ln x̄) > 0, x̄ ∈ (x1, x2). Zakǉuqujemo da je
y(x2) > (C(x1, x2))
1
1−σ = λ1 > 0 .
Stoga je pokazano da rezultat vai za svako a ∈ R. 
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3.2 Ponaxaǌe rexeǌa u okolini koordinatnog poqetka
Sledea teorema daje nam informaciju o asimptotskom ponaxaǌu
rexeǌa diferencijalne jednaqine (3.1). Za dokaz teoreme koja sledi ko-
ristiemo Lemu 3.1 iz prethodne sekcije i Gronvol9-Belmanovu10 lemu.
Sledea lema jeste Gronvol-Belmanova lema i kako je ona jedna od os-
novih lema u kvalitativnoj analizi diferencijalnih jednaqina, navo-
dimo je bez dokaza.
Lema 3.2. Neka su funkcije u, v ∈ C[a, b], nenegativne i neka je k (k > 0)
proizvoǉna konstanta. Tada, ako vai
v(x) 6 k +
∫ x
a




a u(t) dt, x ∈ [a, b] .
Teorema 3.1. Ako je σ < 0, a > −2 i x0 > 0, onda postoji beskonaqno




y(x) = 0 .
Dokaz. Posmatrajmo familiju pozitivnih rexeǌa y(x, λ) diferencijalne
jednaqine (3.1), takvih da vai:
dy
dx
(x0, λ) = 0, y(x0, λ) = λ > 0 .
Na osnovu Peanove11 teoreme znamo da postoje rexeǌa y(x, λ) jedna-
qine (3.1) definisana na intervalu (x0−δ, x0], za neko δ > 0. Iz Leme 3.1
znamo da ako je y(x, λ) rexeǌe jednaqine (3.1) definisano na intervalu
(x0 − δ, x0], za neko δ > 0, onda je λ > λ1(a, σ, x0 − δ, x0).
Pretpostavimo da su sva rexeǌa y(x, λ) definisana na intervalu
(0, x0]. Neka je y(x, λ) jedno od tih rexeǌa. Kako je rexeǌe y(x, λ) defi-





. Ako je dy
dx







, dolazimo u kon-
tradikciju sa Lemom 3.1. Odatle zakǉuqujemo da postoje rexeǌa jedna-
9Thomas Hakon Grönwall (1877–1932), xvedski matematiqar
10Richard Ernest Bellman (1920–1984), ameriqki matematiqar
11Giuseppe Peano (1858–1932), italijanski matematiqar
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qine (3.1) koja su definisana na intervalu (x1, x0] ⊂ (0, x0], x0 > x1 > 0,
takva da se ne mogu produiti na interval (0, x0].
Neka je sada y(x, λ) rexeǌe diferencijalne jednaqine (3.1) koje je
definisano na intervalu (x1, x0] ⊂ (0, x0], x0 > x1 > 0, takvo da se rexe-
ǌe y(x, λ) ne moe produiti na interval (0, x0] i neka je (x1, x0] maksi-
malan levi interval egzistencije rexeǌa y(x, λ). Kako je y(x, λ) rastua
funkcija, onda postoji limes L = lim
x→x1+
y(x). Ako je L 6= 0, za x ∈ (x1, x0] i
a 6= −1, onda je
y′(x, λ)− y′(x0, λ) = −
∫ x0
x



















i za x ∈ (x1, x0] i a = −1, dobija se





= Lσ · (lnx0 − lnx1) ,
sledi je y′(x, λ) ograniqena i onda ne moe biti lim
x→x1+
y′(x) = +∞. Oda-
tle, na osnovu Peanove teoreme moemo zakǉuqiti da se rexeǌe y(x, λ)
moe produiti, a to je u kontradikciji sa pretpostavkom da je (x1, x0]
maksimalan levi interval egzistencije rexeǌa. Iz dobijene kontradik-



































Odatle, kako je a > −2, sledi da je
λ
2














































































· (lnx0 − lnx) .
Stoga, sledi da je
λ
2


































a ovo ne moe biti taqno da dovoǉno veliko λ. Sledi da su rexeǌa
jednaqine (3.1) definisana na intervalu (0, x0], za dovoǉno veliko λ.
Neka je Λ skup svih λ takvih da je y(x, λ) pozitivno rexeǌe jedna-
qine (3.1) koje je definisano na intervalu (0, x0]. Skup Λ je neprazan
i ograniqen je odozdo. Neka je λ̄ = inf Λ. Pokazaemo da λ̄ ∈ Λ. Pret-
postavimo suprotno. Neka je y(x1, λ̄) = 0, za neko x1 ∈ (0, x0). Neka je
λi ∈ Λ takvo da λi → λ̄, kada i→ +∞. Kako su rexeǌa y(x, λi) definisana













6 y(x1, λi) → y(x1, λ̄) = 0 kada
i→ +∞ i dolazimo do kontradikcije.
Ako je λ < λ̄, onda postoji x̄ ∈ (0, x0) takvo da je y(x̄, λ) = 0, gde je y(x, λ)
rexeǌe definisano na [x̄, x0]. Neka je y(xδ, λ̄− δ) = 0 za δ > 0, xδ ∈ (0, x0),
gde je y(x, λ̄ − δ) rexeǌe definisano na segmentu [xδ, x0]. Primeǌujui
Fubinijevu12 teoremu za x > xδ, dobija se


















(u− x) · ua · yσ(u, λ̄) du .
12Guido Fubini (1879–1943), italijanski matematiqar
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Analogno, dobija se
y(x0, λ̄− δ)− y(x, λ̄− δ) =
∫ x0
x
(u− x) · ua · yσ(u, λ̄− δ) du .
Iz gorǌih jednakosti, za x > xδ dobija se
|y(x, λ̄)− y(x, λ̄− δ)| 6 δ +
∫ x0
x
ua+1 · |yσ(u, λ̄)− yσ(u, λ̄− δ)| du . (3.3)
Primetimo da grafici funkcija koje zadovoǉavaju jednaqinu (3.1) i za
koje vai da je dy
dx




(x0, λi) = 0, yi(x0, λi) = λi > 0 ,
za i ∈ {1, 2} i λ1 > λ2. Oznaqimo sa yi(x) = yi(x, λi), za i ∈ {1, 2}. Ako
je y1(x∗) = y2(x∗) > 0 za neko x∗ < x0, onda je y1(x) > y2(x) za x ∈ (x∗, x0].
Definiximo funkciju f(x) = y1(x)−y2(x) za x ∈ [x∗, x0]. Onda je f(x∗) = 0,
f(x0) = λ1−λ2 > 0 i f ′′(x) = y′′1(x)−y′′2(x) = xa(yσ2 (x)−yσ1 (x)) > 0 (jer je σ < 0,
pa iz nejednakosti y1(x) > y2(x), sledi yσ1 (x) 6 y
σ
2 (x)) za x ∈ [x∗, x0]. Kako
je funkcija f ′ neopadajua i kako vai f ′(x0) = 0, sledi da je f ′(x) 6 0 za
x ∈ [x∗, x0]. Zakǉuqujemo da je 0 = f(x∗) > f(x0) > 0, xto je kontradikcija.
Sledi da ako su takva rexeǌa definisana na nekom intervalu [x′, x0] i
ako je λ1 > λ2, onda je
yσ−11 (x, λ1) 6 y
σ−1
2 (x, λ2) .
Na osnovu teoreme Lagrana, za svako u > xδ dobija se da vai
|yσ(u, λ̄)− yσ(u, λ̄− δ)| = yσ−1(u, λ0) · |σ| · |y(u, λ̄)− y(u, λ̄− δ)| ,
gde λ0 ∈ (λ̄− δ, λ̄), sledi da je
|yσ(u, λ̄)− yσ(u, λ̄− δ)| 6 yσ−1(u, λ̄− δ) · |σ| · |y(u, λ̄)− y(u, λ̄− δ)| . (3.4)
Za ε ∈ (0, λ̄) definixemo δ(ε) = e−2·
|σ|
a+2
·xa+20 ·εσ−1 (uzimajui da je ε malo
moemo pretpostaviti da je δ(ε) < λ̄ − ε, jer δ(ε) → 0 kada ε → 0) i neka
je x1, δ = x1, δ(ε) takvo da je y(x1, δ, λ̄ − δ(ε)) = ε. Primetimo da takvo x1, δ
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postoji. Iz nejednakosti (3.3) i (3.4), sledi da za svako x > x1, δ vai
∣∣y(x, λ̄)−y(x, λ̄−δ(ε))∣∣ 6 δ(ε)+ x0∫
x
|σ|ua+1·yσ−1(u, λ̄−δ(ε))
∣∣y(u, λ̄)−y(u, λ̄−δ(ε))∣∣du .
Na osnovu Gronvol-Belmanove leme i kako je yσ−1(x, λ̄ − δ(ε)) nerastua
funkcija na segmentu [x1, δ, x0], zakǉuqujemo da za a ∈ (−2,−1) ∪ (−1,+∞)
vai
∣∣y(x, λ̄)− y(x, λ̄− δ(ε))∣∣ 6 δ(ε) · e |σ|a+2 ·xa+20 ·yσ−1(x1, δ,λ̄−δ(ε))
= δ(ε) · e
|σ|
a+2
·xa+20 ·εσ−1 = e−
|σ|
a+2
·xa+20 ·εσ−1 = ω(ε) ,
a za a = −1 vai
∣∣y(x, λ̄)− y(x, λ̄− δ(ε))∣∣ 6 δ(ε) · e|σ|·x0·yσ−1(x1, δ,λ̄−δ(ε))
= δ(ε) · e|σ|·x0·εσ−1 = e−|σ|·x0·εσ−1 = ω(ε) .
Odavde zakǉuqujemo da za svako dovoǉno malo ε postoji ω(ε) > 0 takvo
da je
|y(x, λ̄)− y(x, λ̄− δ(ε))| 6 ω(ε)
za x > x1, δ. Kako ω(ε)→ 0 kada ε→ 0, kako je y(x, λ̄) neopadajua funkcija
i y(x, λ̄) > 0 za svako x ∈ (0, x0], sledi da je lim
x→0+
y(x, λ̄) = 0 .
Ako su y1(x) i y2(x) rexeǌa diferencijalne jednaqine (3.1) takva da
vai
y1(x1, λ̄1) = λ̄1 > 0,
dy1
dx
(x1, λ̄1) = 0, lim
x→0+
y(x, λ̄1) = 0 ,
y2(x2, λ̄2) = λ̄2 > 0,
dy2
dx
(x2, λ̄2) = 0, lim
x→0+
y(x, λ̄2) = 0 ,
gde su x1 i x2 proizvoǉni za koje vai x0 < x1 < x2, tada je y′1(x1) < y
′
2(x1).
Zakǉuqujemo da su y1(x) i y2(x) razliqita rexeǌa. Ona su definisana
na intervalu (0, x0] i vai da lim
x→0+
y1(x) = 0, lim
x→0+
y2(x) = 0 . Kako su x1 i x2
proizvoǉni, zakǉuqujemo da postoji beskonaqno mnogo rexeǌa jednaqine
(3.1) koja su definisana na intervalu (0, x0] i za koja vai da je
lim
x→0+
y(x) = 0 .

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Primer 3.1. Neka je a < −2 i σ < 0. Ako je y(x) rexeǌe diferencijalne
jednaqine (3.1) koje zadovoǉava Lemu 3.1, onda je







dt, x ∈ (0, x0) .












, x ∈ (0, x0) ,
i kada x → 0+ dolazimo do kontradikcije. Odavde zakǉuqujemo da
ne postoje pozitivna rexeǌa jednaqine (3.1) takva da lim
x→0+
y(x) = 0, u
sluqaju kada je a < −2 i σ < 0.
Posmatrajmo sada sluqaj kada je a = −2 i σ < 0. Kako je














− 1 + ln x0 − lnx, x ∈ (0, x0)
i kada x→ 0+ ponovo dolazimo do kontradikcije.
Primer 3.1 pokazuje da rezultati Teoreme 3.1 ne vae u sluqaju kada
je a 6 −2.
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4 Ponaxaǌe rexeǌa uopxtene jednaqine
Emden-Faulera
U ovom poglavǉu posmatraemo uopxtenu jednaqinu Emden-Faulera
koja je oblika
y′′ = q(x)f(y(x)) , (4.1)
gde funkcije f i q zadovoǉavaju odreene uslove. Posmatrana jednaqina
uopxtava jednaqine (2.1) i (3.1), koje su posmatrane u drugom i treem
poglavǉu. Takoe, dobijeni rezultati mogu se primeniti na xiru klasu
jednaqina i to je prikazano u Odeǉku 4.2. Rezultati ovog poglavǉa
baziraju se na rezultatima rada [12].
4.1 Egzistencija i jedinstvenost rexeǌa Koxijevog
problema za uopxtenu jednaqinu Emden-Faulera
U ovom delu disertacije posmatraemo ponaxaǌe rexeǌa jednaqine
(4.1) u okolini koordinatnog poqetka.
Teorema 4.1. Neka je λ > 0. Neka je f : (0,+∞) → (0,+∞) nerastua



















∣∣q(x)∣∣ dx < +∞ ,
onda postoji jedinstveno rexeǌe jednaqine (4.1) koje je definisano na
nekom intervalu (0, h], h 6 1, takvo da je lim
x→0+
y(x) = 0 i lim
x→0+
y′(x) = λ.




(x− t)q(t)f(y(t)) dt ,
koja je ekvivalentna posmatranom Koxijevom problemu.
Definiximo niz funkcija na sledei naqin:
y0(x) = λx, yn+1(x) = λx+
∫ x
0
(x− t)q(t)f(yn(t)) dt . (4.2)
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Pokazaemo da za sve funkcije yn(x) vae nejednakosti
λ
2
x 6 yn(x) 6 2λx, x ∈ [0, h1], n ∈ N0 , (4.3)









. Dokazaemo pretpostavku indukcijom.
Ako je n = 0, onda je λ
2
x 6 λx = y0(x) 6 2λx, za x ∈ [0, h1]. Ako nejednakosti





































































Lagrana sledi da je
∣∣yn+1(x)− yn(x)∣∣ 6 x ∫ x
0
∣∣q(t)∣∣ · ∣∣f ′(ξ(t))∣∣ · ∣∣yn(t)− yn−1(t)∣∣ dt


















xto implicira ravnomernu konvergenciju niza funkcija yn(x) ka nekoj
funkciji y(x). Kako je∫ x
0







dx < +∞ ,
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na osnovu Lebegove teoreme o dominantnoj konvergenciji moe se proi




(x− t)q(t)f(y(t)) dt .
Odavde, sledi da je lim
x→0+
y(x) = 0, lim
x→0+
y′(x) = λ i y′′ = q(t)f(y(t)).
Dokaimo sada jedinstvenost. Neka su y1(x) i y2(x) rexeǌa Koxi-
jevog problema: y′′ = q(t)f(y(t)), lim
x→0+
y(x) = 0 i lim
x→0+
y′(x) = λ. Koristei
teoremu Lagrana dobijamo nejednakosti
∣∣y1(x)− y2(x)∣∣ 6 x ∫ x
0








· |y1(t)− y2(t)| dt ,
gde je λ
2




































Zakǉuqujemo da je y1 ≡ y2. 
Napomena 4.1. Primetimo da konvergencija integrala, koji su zadati
u formulaciji Teoreme 4.1 za neko λ0 > 0, obezbeuje konvergenciju tih
integrala za proizvoǉno λ > λ0, xto predstavǉa praktiqniji rezultat.
Napomena 4.2. Ako je f(t) = tσ, σ < 0 uslovi za integrale koji su nave-
deni u Teoremi 4.1 se podudaraju, stoga u tom sluqaju imamo samo jedan
uslov za proveru.
Sledea dva primera pokazuju da u opxtem sluqaju integrali za-
dati u Teoremi 4.1 su neuporedivi, tj. konvergencija jednog integrala
ne povlaqi konvergenciju drugog, stoga moramo zahtevati konvergenciju
oba integrala, tj. uslovi teoreme se ne mogu na ovaj naqin oslabiti.
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, λ > 2, q(x) = − 1
lnx






















































Teorema 4.2. Neka je λ > 0. Neka je f : (0,+∞) → (0,+∞) neopadajua








∣∣q(x)∣∣ dx < +∞, ∫ 1
0






∣∣q(x)∣∣ dx < +∞ ,
onda postoji jedinstveno rexeǌe jednaqine (4.1) koje je definisano na
nekom intervalu (0, h], h 6 1, takvo da je lim
x→0+
y(x) = 0 i lim
x→0+
y′(x) = λ.
Teorema 4.2 moe se analogno dokazati kao Teorema 4.1.
Napomena 4.3. Primetimo da konvergencija integrala, koji su zadati
u formulaciji Teoreme 4.2 za neko λ0 > 0, obezbeuje konvergenciju tih
integrala za proizvoǉno λ > λ0, xto qini rezultat praktiqnijim.
Napomena 4.4. Ako je f(t) = tσ, σ > 0 uslovi za integrale koji su nave-




Sledei primeri prikazuju primenu Teoreme 4.1 na nekim diferen-
cijalnim jednaqinama.
Primer 4.3. Posmatrajmo diferencijalnu jednaqinu oblika
y′′ = P (x)xayσ, a ∈ R, σ < 0 . (4.4)




∣∣P (x)∣∣xa+σ dx < +∞, onda su svi uslovi Teoreme 4.1
zadovoǉeni, tj. Koxijev problem
y′′ = P (x)xayσ, lim
x→0+
y(x) = 0, lim
x→0+
y′(x) = λ ,
ima jedinstveno rexeǌe za svako λ > 0. Ovo je glavni rezultat rada [8].
Napomena 4.5. Ako je P (x) = ±1, onda se dobijaju jednaqine (2.1) i (3.1),
posmatrane u drugom i treem poglavǉu. Ako je a+σ+1 > 0, onda su svi
uslovi Teoreme 4.1 zadovoǉeni i onda odgovarajui Koxijev problem
ima jedinstveno rexeǌe za svako λ > 0.
Primer 4.4. Posmatrajmo diferencijalnu jednaqinu
y′′ = q(x)eσy, a ∈ R, σ < 0 .




∣∣q(x)∣∣eσx dx < +∞, onda su svi uslovi Teoreme 4.1
zadovoǉeni, tj. Koxijev problem
y′′ = q(x)eσy, lim
x→0+
y(x) = 0, lim
x→0+
y′(x) = λ ,
ima jedinstveno rexeǌe za svako λ > 0.
Sledei primeri prikazuju primenu Teoreme 4.2.
Primer 4.5. Posmatrajmo diferencijalnu jednaqinu
y′′ = P (x)xayσ, a ∈ R, 0 < σ < 1 . (4.5)




∣∣P (x)∣∣xa+σdx < +∞, onda su svi uslovi Teoreme 4.2
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zadovoǉeni, tj. Koxijev problem
y′′ = P (x)xayσ, lim
x→0+
y(x) = 0, lim
x→0+
y′(x) = λ ,
ima jedinstveno rexeǌe za svako λ > 0.
Napomena 4.6. Ako je P (x) = ±1, onda se dobijaju jednaqine (2.1) i (3.1),
posmatrane u drugom i treem poglavǉu. Ako je a+σ+1 > 0, onda su svi
uslovi Teoreme 4.2 zadovoǉeni i odgovarajui Koxijev problem ima
jedinstveno rexeǌe za svako λ > 0. Ovaj rezultat predstavǉa uopxteǌe
rezultata Teoreme 2.9 iz drugog poglavǉa.
Primer 4.6. Posmatrajmo diferencijalnu jednaqinu
y′′ = ln(y + 1), x > 0 .
Znamo da je f(t) = ln(t + 1) neopadajua konkavna funkcija. Svi uslovi
Teoreme 4.2 su zadovoǉeni, tj. Koxijev problem
y′′ = ln(y + 1), lim
x→0+
y(x) = 0, lim
x→0+
y′(x) = λ ,
ima jedinstveno rexeǌe za svako λ > 0.
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